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Jǐŕı Kubaĺık
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pInformované metody prohledáváńı

Ohodnocovaćı funkce – udává ḿıru, nakolik je dobré expandovat daný uzel.

Best-first search – prohledáváńı, kde v každém kroku expandujeme uzel, který se jev́ı jako

nejlepš́ı vzhledem k dané ohodnocovaćı funkci.

� ”Nejlepš́ı” – pokud by to byl skutečně nejlepš́ı možný uzel v daném kroku, tak by to znamenalo

. . .

� Jakou ohodnocovaćı funkci jsme použ́ıvali minulou hodinu? Je vhodná pro efek-
tivńı smě̌rováńı prohledáváńı směrem k ćılovému stavu?
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Ohodnocovaćı funkce – udává ḿıru, nakolik je dobré expandovat daný uzel.

Best-first search – prohledáváńı, kde v každém kroku expandujeme uzel, který se jev́ı jako

nejlepš́ı vzhledem k dané ohodnocovaćı funkci.

� ”Nejlepš́ı” – pokud by to byl skutečně nejlepš́ı možný uzel v daném kroku, tak by to znamenalo

. . .

� Jakou ohodnocovaćı funkci jsme použ́ıvali minulou hodinu? Je vhodná pro efek-
tivńı smě̌rováńı prohledáváńı směrem k ćılovému stavu?

Dva základńı p̌ŕıstupy informovaného prohledáváńı

� Minimalizace odhadnuté ceny do ćılového stavu (hladové prohledáváńı) – ex-

panduje uzel, který je nejbliže některému ćılovému stavu,

� Minimalizace ceny celkové cesty (algoritmus A*) – expanduje uzel, který lež́ı na cestě

k ćıli s nejnižš́ı cenou.

− pro věťsinu problémů, cenu neuḿıme určit p̌resně, můžeme ji pouze odhadnout,

− h∗(n) = odhad ceny nejlevněǰśı cesty ze stavu v uzlu n do ćılového stavu,

− h∗(n) = 0, pro ćılový stav n.
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pProcedura Best-first search

begin

open := [Start], closed := []

while open 6= [] do

odstran ze seznamu open uzel x s nejlepš́ı hodnotou h(x)

if(x = goal) return cesta ze Start do x

else generuj potomky [xi] uzlu x a pro kazdeho potomka xi

if(xi neńı v open ani closed)

spoč́ıtej h(xi)

p̌ridej xi do open

if(xi je v open)

p̌rǐraď stavu xi hodnotu h(xi), pokud je lepš́ı než ta stávaj́ıćı

if(xi je v closed)

pokud byl stav xi nalezen po kraťśı cestě,

tak odstraň xi z closed a dej ho do open s novou hodnotou h(xi)

dej x do seznamu closed

uspǒrádej uzly v open podle dané heuristiky

return chyba
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pHeuristická funkce: Př́ıklad

Problém: Hledáńı optimálńı cesty mezi městy Arad a Bucharest.

� heuristická funkce hSLD – p̌ŕımá vzdálenost z města do Bukurešti (Straight-Line Distance).

c©Russel, Norvig: Artificial Intelligence: A Modern Approach.
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pHladové prohledáváńı s heuristikou hSLD

Fáze hladového prohledáváńı s heuristikou hSLD.

� uzly jsou expandovány v pǒrad́ı: Arad, Sibiu, Fagaras,

� pouze uzly na cestě vedoućı k řešeńı jsou generovány, ale řešeńı neńı optimálńı.

c©Russel, Norvig: Artificial Intelligence: A Modern Approach.

Závěr: Hladové prohledáváńı

� najde rychle řešeńı, které však nemuśı být op-

timálńı,

� je citlivé na výběr počátečńıho uzlu (Jak by vy-
padalo hledáńı cesty z Iasi do Fagarse?),

� nemuśı také naj́ıt žádné řešeńı (osciluje mezi

opakovaně generovanými stavy),

� má časovou i pamě̌tovou složitostO(bm), kdem je

max. hloubka prohledávaného prostoru. S dobrou

heuristikou se to dá výrazně omezit.

Č́ım se hladové prohledáváńı lǐśı od prohledáváńı s jednotnou cenou?
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pHladové prohledáváńı vs. prohledáváńı s jednotnou cenou

Hladové prohledáváńı minimalizuje odhad ceny cesty k ćıli h(n)

� zvyšuje efektivnost prohledáváńı (redukuje počet generovaných uzl̊u),

� ale neńı úplné ani optimálńı.

Prohledáváńı s jednotnou cenou minimalizuje cenu dosavadńı cesty g(n)

� úplné a optimálńı,

� ale může být značně neefektivńı.

Co kdybychom to dali nějak dohromady?
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pAlgoritmus A*

Hladové prohledáváńı minimalizuje odhad ceny cesty k ćıli h∗(n)

� zvyšuje efektivnost prohledáváńı (redukuje počet generovaných uzl̊u),

� ale neńı úplné ani optimálńı.

Prohledáváńı s jednotnou cenou minimalizuje cenu dosavadńı cesty g(n)

� úplné a optimálńı,

� ale může být značně neefektivńı.

Co kdybychom to dali nějak dohromady?

� f (n) = g(n) + h∗(n), odhad ceny nejlevněǰśıho řešeńı procházej́ıćıho uzlem n,

� best-first prohledáváńı s ohodnocovaćı funkćı f (n) je úplné a optimálńı (za jistých podḿınek!).

Př́ıpustná heuristika (admissible heuristic) – optimistická; odhad ceny cesty z daného uzlu do

ćıle nikdy neńı věťśı, než je skutečná cena.

Algoritmus prohledáváńı A* – best-first prohledáváńı, použ́ıvaj́ıćı ohodnocovaćı funkci f (n)

s p̌ŕıpustnou heuristickou funkćı h∗(n).

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Informované metody prohledávánı́



pAlgoritmus A*: Př́ıklad

Fáze prohledáváńı A* s heuristikou hSLD.

� hSLD je p̌ŕıpustná,

� uzly jsou expandovány v pǒrad́ı: Arad, Sibiu, Rimnicu, (?).

c©Russel, Norvig: Artificial Intelligence: A Modern Approach.
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pAlgoritmus A*: Monotónnost

Monotónnost

� Podél každé cesty od kǒrenového uzlu dol̊u, hodnota funkce f (n) nikdy neklesá.

� Otázka: Co v p̌ŕıpadě, že to neplat́ı?

c©Russel, Norvig: Artificial Intelligence: A Modern Approach.
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pAlgoritmus A*: Monotónnost

Monotónnost

� Podél každé cesty od kǒrenového uzlu dol̊u, hodnota funkce f (n) nikdy neklesá.

� Pokud heuristika neńı monotónńı, můžeme to napravit jednoduchou korekćı

f (n) = max(f (parent(n)), g(n) + h∗(n)),

kde f (parent(n)) je hodnota ohodnocovaćı funkce rodičovského uzlu.

Př́ıklad

− Uvažujme uzly n a n′, kde n je rodičem n′,

dále p̌redpokládejme, že g(n) = 3 a h∗(n) = 4, takže f (n) = 7

a g(n′) = 4 a h∗(n′) = 2, takže f (n′) = 6.

Je žrejmé, že když n je rodičem n′, potom skutečná cena cesty, procházej́ıćı uzlem n, je

minimálně 7. Takže p̌rǐrad́ıme f (n′) = 7.
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pAlgoritmus A*: Vrstevnice funkce f (n)

Vrstevnice

� pro všechny uzly ohraničené vrstevnićı o hodnotě v plat́ı f (n) ≤ v,

� prohledáváńı prostoru prob́ıhá od kǒrenového uzlu generováńım daľśıch uzl̊u v sousťredných

vrstevnićıch, roztažených podél optimálńı cesty k ćılovému stavu,

� Jak by vypadaly vrstevnice pro A* použ́ıvaj́ıćı h∗(n) = 0?

c©Russel, Norvig: Artificial Intelligence: A Modern Approach.

Závěry

� A* expanduje všechny uzly s

f (n) < fopt,

kde fopt je cena optimálńı cesty,

� A* je optimálńı – prvńı nalezené řešeńı

muśı být i optimálńı (POZOR: Co je prvńı

nalezené řešeńı?),

� A* je uplné.
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pAlgoritmus A*: Důkaz optimality

Předpoklad: Nechť G resp. G2 je optimálńı ćılový stav s cenou f* resp. suboptimálńı ćılový

stav s cenou cesty g(G2) > f*. Předpokládejme, že A* vybral ze seznamu otev̌rených uzl̊u uzel

G2. Protože G2 je ćılový stav, prohledáváńı bude ukončeno (Toto ovšem nemůže nastat !!!).
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pAlgoritmus A*: Důkaz optimality

Předpoklad: Nechť G resp. G2 je optimálńı ćılový stav s cenou f* resp. suboptimálńı ćılový

stav s cenou cesty g(G2) > f*. Předpokládejme, že A* vybral ze seznamu otev̌rených uzl̊u uzel

G2. Protože G2 je ćılový stav, prohledáváńı bude ukončeno (Toto ovšem nemůže nastat !!!).

Důkaz:

1. Uvažujme aktuálńı koncový uzel n na cestě k

G. Pro jeho f (n) tedy plat́ı f (n) ≤ f*.

2. A protože nebyl vybrán pro expanzi p̌red G2

muśı zároveň platit f (n) ≥ f (G2).

3. Ovšem potom by muselo platit i f*≥ f (G2).

4. Jelikož h∗(G2) = 0 =⇒ f (G2) = g(G2),

potom by muselo platit f*≥ g(G2).

G

n

G
2

Start

c©Russel, Norvig: Artificial Intelligence: A Modern Approach.

Ale to je rozpor s p̊uvodńım p̌redpokladem (g(G2) > f*)!!!
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c©Russel, Norvig: Artificial Intelligence: A Modern Approach.

Ale to je rozpor s p̊uvodńım p̌redpokladem (g(G2) > f*)!!!

Závěr:

� A* nikdy nemůže vybrat suboptimálńı ćılový stav pro expanzi.

� Protože prohledáváńı konč́ı v momentě, kdy je ćılový stav vybrán pro expanzi, muśı být A*
optimálńı.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Informované metody prohledávánı́



pAlgoritmus A*: Důkaz úplnosti

Důkaz: A* expanduje uzly v pǒrad́ı rostoućı hodnoty f , takže jednou muśı doj́ıt k expanzi

ćılového stavu, pokud ćılový stav existuje a pokud neexistuje nekonečně mnoho uzl̊u s f (n) < f*.

Podḿınky:

� lokálně konečný graf – konečný větv́ıćı faktor b,

� existuje nějaké kladné δ takové, že cena všech expanzńıch operátor̊u je minimálně δ.

Zen̊uv paradox – nekonečně mnoho krok̊u s konečnou celkovou cenou. Trajektorie kamene

vrženého na ćıl se rozděĺı na úseky, kde každý následuj́ıćı je polovinou toho p̌redchoźıho.

Kámen tedy nikdy nedoraźı k ćıli (nekonečně mnoho úsek̊u), p̌ričemž celková cena řešeńı je

konečná (délka trajektorie se limitně bĺıž́ı ke konečné hodnotě).
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pAlgoritmus A*: Časová a paměťová složitost

Časová složitost: Pro věťsinu problémů, roste počet uzl̊u, lež́ıćıch v oblasti ohraničené vrstevnićı

s hodnotou ceny ćılového stavu A*, exponenciálně s délkou optimálńı cesty. Lepš́ı než expo-

nenciálńı složitost je pouze v p̌ŕıpadech, kdy chyba heuristické funkce h∗ neroste rychleji než

logaritmus skutečné ceny

|h(n)− h∗(n)| ≤ O(log h(n)),

kde h(n) je skutečná cena cesty z uzlu n do ćılového stavu.

Paměťová náročnost: A* uchovává všechny vygenerované uzly v paměti =⇒ exponenciálńı

nároky na pamě̌t.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Informované metody prohledávánı́



pUkázky heuristik

Dvě p̌ŕıpustné heuristiky pro problém Lǐsák

� h1 = počet kamenů, které nelež́ı na správných ḿıstech. 7 z 8 kamenů na obrázku jsou na

špatné pozici.

� h2 = součet vzdálenost́ı všech kamenů od jejich správných pozic (Manhattan metrika). Hod-

nota h2 pro konfiguraci z obrázku je 18.

� Tak která heuristika je lepš́ı?

c©Russel, Norvig: Artificial Intelligence: A Modern Approach.
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pAlgoritmus A*: Přesnost heuristiky

Porovnáńı počtu expandovaných uzl̊u u algoritmů A* s h1, A* s h2 a neinformovaného prohledáváńı

s iterativńım prohlubováńım (IDA).

� pro každou hloubku řešeńı d bylo vygenerováno 100 počátečńıch konfiguraćı na úloze 8-queen.

c©Russel, Norvig: Artificial Intelligence: A Modern Approach.

Závěr: h2 je mnohem lepš́ı než h1. A plat́ı to vždy?

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Informované metody prohledávánı́



pAlgoritmus A*: Přesnost heuristiky 2

h2 dominuje h1 – pro každý uzel n plat́ı h2(n) ≥ h1(n) =⇒ A* použ́ıvaj́ıćı h2 expanduje v

pr̊uměru méně uzl̊u než A* použ́ıvaj́ıćı h1.

Zd̊uvodněńı:

1. již v́ıme, že A* expanduje všechny uzly s f (n) < f ∗.

Takže každý uzel s h(n) < f ∗ − g(n) bude expandován.

2. Protože pro všechny uzly je h2 minimálně stejně velká jako h1, bude každý uzel expandovaný

A* použ́ıvaj́ıćı h2 také expandován A* použ́ıvaj́ıćı h1, a h1 může nav́ıc expandovat ještě daľśı

uzly.

Závěr: Č́ım p̌resněǰśı je heuristika (č́ım vyš̌śı je h∗(n) spodńım odhadem skutečné ceny cesty z

n do ćılového stavu), t́ım efektivněǰśı je A* prohledáváńı.
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pAlgoritmus A* s iterativńım prohlubováńım

A* s iterativńım prohlubováńım (IDA*)

� strategie iterativńıho prohlubováńı zlepšuje pamě̌tovou náročnost A*,

� použ́ıvá limit daný maximálńı cenou f (vrstevnićı s hodnotou fmax) naḿısto maximálńı hloubky

d. V každé iteraci se expanduj́ı uzly s maximálńı hodnotou f (n) ≤ fmax.

� pro daľśı iteraci je vybrána nová hodnota fmax na základě vygenerovaných uzl̊u v dané iteraci

tak, že

fmax = min{f (i) : f (i) > fmax}.
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pAlgoritmus A* s iterativńım prohlubováńım

A* s iterativńım prohlubováńım (IDA*)

� strategie iterativńıho prohlubováńı zlepšuje pamě̌tovou náročnost A*,

� použ́ıvá limit daný maximálńı cenou f (vrstevnićı s hodnotou fmax) naḿısto maximálńı hloubky

d. V každé iteraci se expanduj́ı uzly s maximálńı hodnotou f (n) ≤ fmax.

� pro daľśı iteraci je vybrána nová hodnota fmax na základě vygenerovaných uzl̊u v dané iteraci

tak, že

fmax = min{f (i) : f (i) > fmax}.

Vlastnosti IDA*

� je optimálńı a úplné,

� pamě̌tová náročnost je úměrná nejdeľśı prozkoumané cestě,

� časová složitost záviśı na počtu hodnot k, kterých může funkce h∗(n) nabývat,

− pro malé k je efektivńı,

− pro velké k je neefektivńı (Proč? ).
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pAlgoritmus A* s iterativńım prohlubováńım

A* s iterativńım prohlubováńım (IDA*)

� strategie iterativńıho prohlubováńı zlepšuje pamě̌tovou náročnost A*,

� použ́ıvá limit daný maximálńı cenou f (vrstevnićı s hodnotou fmax) naḿısto maximálńı hloubky

d. V každé iteraci se expanduj́ı uzly s maximálńı hodnotou f (n) ≤ fmax.

� pro daľśı iteraci je vybrána nová hodnota fmax na základě vygenerovaných uzl̊u v dané iteraci

tak, že

fmax = min{f (i) : f (i) > fmax}.

Vlastnosti IDA*

� je optimálńı a úplné,

� pamě̌tová náročnost je úměrná nejdeľśı prozkoumané cestě,

� časová složitost záviśı na počtu hodnot k, kterých může funkce h∗(n) nabývat,

− pro malé k je efektivńı,

− pro velké k je neefektivńı (Proč? ).

ε-admissible A* – fmax se zvěťsuje o konstantńı hodnotu ε =⇒ sńıžeńı počtu iteraćı

a expandovaných uzl̊u, ale za cenu možnosti vygenerováńı řešeńı, které je o ε hořśı než

optimálńı řešeńı.
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pSimplified memory-bounded A* (SMA*)

IDA* využ́ıvá p̌ŕılǐs málo paměti

� p̌renáš́ı minimum informace mezi iteracemi,

� nemá žádný nástroj pro uchováńı historie výpočtu,

� může sice zamezit generováńı stav̊u, opakuj́ıćıch se v aktuálńı cestě, ale neuḿı zamezit opako-

vanému generováńı stejných stav̊u r̊uznými cestami.
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pSimplified memory-bounded A* (SMA*)

IDA* využ́ıvá p̌ŕılǐs málo paměti

� p̌renáš́ı minimum informace mezi iteracemi,

� nemá žádný nástroj pro uchováńı historie výpočtu,

� může sice zamezit generováńı stav̊u, opakuj́ıćıch se v aktuálńı cestě, ale neuḿı zamezit opako-

vanému generováńı stejných stav̊u r̊uznými cestami.

SMA* narozd́ıl od IDA* využ́ıvá dostupnou paměť pro pr̊uběžné uložeńı nejdůležitěǰśı

informace o již vygenerovaných stavech

� Zamezuje opakovanému generováńı uzl̊u, pokud pamě̌t dovoĺı.

� Zapomenuté stavy – stavy, které musely být uvolněny z paměti, když bylo ťreba vygenerovat

následńıka, ale už nebyla volná pamě̌t. Uzly s nejvyš̌śı hodnotou f jsou uvolněny z paměti.

� Pr̊uběžně aktualizuje hodnotu f podle informaćı o potomćıch.

� Každý uzel si uchovává informaci o nejlepš́ı cestě v ”zapomenutém” podstromu.

� Je úplné, jestliže má k dispozici dostatek paměti pro uložeńı celé cesty k nejmělč́ımu řešeńı,

� Je optimálńı, jestliže má k dispozici dostatek paměti pro uložeńı celé cesty k nejmělč́ımu

optimálńımu řešeńı.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � Informované metody prohledávánı́
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pSimplified memory-bounded A*: Př́ıklad

Graf obsahuje 4 ćılové uzly – D, F, I, J. Ćılem je nalézt nejlevněǰśı ćılový uzel s dostupnou pamět́ı

pro uložeńı ťŕı uzl̊u.
� každý uzel je označen svoj́ı cenou f , která je pr̊uběžně aktualizována (v závorce je cena

nejlepš́ıho zapomenutého následńıka).

c©Russel, Norvig: Artificial Intelligence: A Modern Approach.

Jak by to dopadlo, kdyby uzel J měl cenu 19 naḿısto 24? Jak se v SMA* pozná, že nalezené

řešeńı nemuśı být optimálńı?
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