Fuzzy logika

Posibilisticka teorie (1)

Systemy s umelou inteligenci



Fuzzy logika a odvozovani

* Lotfi A. Zadeh (*1921)

« ,Lidé nepotrebuji presnou Cislem vyjadrenou informaci
a presto jsou schopni rozhodovat na vysoke urovni,
odpovidajici adaptivnimu fizeni. Pokud by systémy
rizeni byly programovany tak, aby umely pracovat
S nepresnymi informacemi na vstupu, mohly by byt
mnohem  ucinnéjsi a snad 1|  jednodusSeji
programovatelne....”



Fuzzy logika
» Rozsireni Booleovy algebry na vicehodnotovou logiku.

« Teorie fuzzy mnozin spocCiva v zavedeni tzv. stupne
prislusnosti prvku k mnoziné, ktery muze nabyvat hodnot
z intervalu 0-1, na rozdil od klasickeé teorie mnozin, kdy kazdy
prvek do mnoziny bud' patri nebo nepatri.

* Fuzzy logika: jazyk s vlastni syntaxi a semantikou, umoznuje
pouziti kvalitativné formulovanych zkusenosti a znalosti
0 reSenem problému.



Zakladni pojmy z teorie mnozin

mnozina A

Existuje mnozina P(A) ... vSechny podmnoziny A
Neexistuje mnozina vSech mnozin

-> Studium podmnozin jedné pevné mnoziny: univerza X
Kardinalita (mohutnost) ... poCet prvku (u konecCnych)
Kartézsky soucin A x B ... usp. dvojice

Prunik ANnB={x:(x eA) A (X €B)}
Sjednoceni AuB={x:(x eA)v (X €B)}
Doplnek A ={z:zeX,zdgA}

Inkluze (byti podmnozinou) — vice moznosti, napr.:
VXeA: XxeB



Teorie mnozin

Mnozinové operace vyjadrené pomoci inkluze:
AnNB=max{C CX: CCA, CCB}.
AUB=min{C CX: ACC,BCC},

A=max{CCX: CnNA=0}=min{CCX: CUA=X}.

Charakteristiky doplnku:

ANA =0. AUA = X.

ACB < B CA.



Popis charakteristickou funkci
@ ={o porga
A={reX: palx)=1}={r e X palx) >0}

Mnozina obrazu: M C {0,1}
Char. funkce nebyva prosta, presto inverzni zobrazeni:

pi (M)y={xeX: pa(x)c M}.

A= pyt (1)) = 13 ((0.1)



Inkluze a mnozinove operace

ACB< ua < pup,
panp(®) = pa(z) App(x) = pa(z) - pple) = min(pa(z), pp(z)),
navg(z) = pa(z) V pp(z) = max(pa(z), pp(x)),

pp (2) = 1 — pa(e) = —pa(a),

— ... logicka negace



Fuzzy mnoziny

Zobecneni charakteristicke funkce nabyvajici vice
(pravdivostnich) hodnot

Mnozinou pravdivostnich hodnot interval realnych
cisel <0, 1> nebo jeho podmnozina

Fuzzy mnozina popsana char. funkci: #a:X —(0.1)
= funkce prislusnosti

Zapis r € A ma vyznam jen pro ,ostrée” (crisp)
mnoziny



Dalsi viastnosti fuzzy mnozin

Obor hodnot
Range(A) = {a € (0,1): (Fzr € X : pu(z)=a)}
Vyska h(A) = sup Range(A)
— 1 ... f.m. normalni, <1 ... f.m. subnormalni
NosiC (support)
Supp(A) ={z € X : pa(z) > 0}, Supp(A) = a“:yl (LU 1)
Jadro (core)
core(A) = {z e X : pa(x)=1}, core(A)= pu;*(1).
Konecna f.m. ma konecny nosic,
pak kardinalita card(4) = 3 pa(z).

X



PFiklady

F 1 o
0 pro x < 0, 5 prox =3,
T yro x € (0,19, v )1 proz=4,
palz) =9 . : _ 1 o plr) =4 1 ~ |
: 2—x proxe(l,2), T Dbrox =35,
L0 pro x > 2, . 0 jinak.

Konecna fuzzy mnozina:
e ={(3.5),(4,1),(5, 3)}.



Fuzzy inkluze (podmnozina)

AC B.Jestlize vz € X : pa(z) < pp(z).



Mnozinove a vyrokove operace
(Bool. algebra)

MIoZinove operace

vyrokové operace vztah

doplnék — : P(X) — P(X)
prinik n:PX)? = P(X)
sjednoceni U : P(X)? — P(X)

dale plati:

involuce:

komutativita:
asociativita:
distributivita:
idempotence:

absorpce:

absorpce s univerzem a 0:
neutralni prvky:

zakon kontradikce:

zakon vylouceného tretiho:
de Morganovy zakony:

negace  —:{0,1} = {0,1} | A ={zeX: ~(z e A)}

konjunkce A : {0,1}2 — {0,1} [ AnB={ze X : (r€ A)A (zx € B)}
disjunkce Vv :{0,1}* — {0,1} | AUB={zec X : (z € A)V (z € B)}

- = a,
a W ,j — 3 N/ o,
(@VA)Vy=aV(BV)
ah(BVy)=(aAF)V (aAvy),
a Vo= a
aVianF)=a,
avli=1
a v/ D =

aV —a =1,
—(laV 3)= a3,

alfF=pFNa,
[:t_’l- A\ JJ Ay =a M (.ﬁ A,
aV(BAYy)=(aVB)A(aVy),
a o= o,
a(aV J} = ¥,
a0 =0,
ail = a,
a o =0,

—(ax A _.-'_f} = -V 3.



Fuzzy logika

* Pravdivostni hodnoty z intervalu <0;1>

« Predpoklad: stupen prislusnosti bodu x k vysledku operace
zavisi jen na jeho stupnich pfislusnosti k operandum a je
jimi jednoznacné urcen (fuzzy logika je funkcionalni).

1. Vysledek je nezavisly na hodnotach prislusnosti v ostatnich
bodech.

2. Stupné prislusnosti bodu k operandum poskytuji dostate¢nou
informaci pro urceni stupné prislusnosti k vysledku.

Napf. stupen pravdivosti fuzzy konjunkce je chladno a prsi je plné uréen tim,
nakolik je chladno a nakolik prsi.

* Rozdil: u pravdepodobnostni neurcitosti zalezi navic na
zavislosti zkoumanych jevu!

« Napr. pravdepodobnost zitra bude chladno a bude prset
neni jednoznacné uréena pravdépodobnosti vyroku zitra
bude chladno a zitra bude prset.



Operace s fuzzy mnozinami

- Standardni fuzzy negace co=1-o
e Obecné podml'nky i:; j{z_,-:aﬁ_iﬁa, 1—0,  -0=1
» Jiné moznosti N

— napr. Godelova zobecnéna (*) fuzzy negace

] 1 proa=0,
E N jinak.

* Fuzzy doplnék /= (%)= "nale).

— vyuziva zvolenou fuzzy negaci
(*) zobecnené fuzzy negace: neni zde kladen pozadavek involutivnosti

(dvoji negace vracejici puvodni hodnotu)



Fuzzy konjunkce a prunik

_.x:'-x : U . 1 - — U \ 1 .
Axiomy:

alhF=FNa
o ,.-"\'\__ [ ,i. 5 ,.-""'-.._ *r ] — L ¥ ,.-'ﬁ"-,_ l.j ] ,.-"\"._ _\r

B<~y=alhF<aly

aNl =a

Napr.

— Standardni a/)
— Lukasiewiczove o/
— Soucinova a

— Drasticka

A
D

3 = min(a, [3).

(komutativita)
(asociativita)
(monotonie)
(okrajova podminka)

... hejvetsi

3 _ { a+3—1 proa+3—1>0,

0 jinak.

8=a-/.

a pro =1,
3= { 3 proa=1,

... hejmensi

0 jinak.

Fuzzy pranik rans(z) = pa(@) A ps().



Fuzzy disjunkce a sjednoceni
Vi (0,1)% — (0,1)
Axiomy:

aVpg=pvVa (komutativita) _
eV (BVy)=(aVB)Vy ‘asociativite rvil=4
aV (GVy) aV F)V A ( iativita aVl=1
B<~y=aVi<aVxy (monotonie)
aVvi=a (okrajova podminka)

Napr.

— Standardni aV B = max(a, 3). ... nejmensi
— Lukasiewiczova o 7 5= {‘?"*-"‘3 pro a+ 5 <1,
1 jinak.
— Soucinova aVB=a+pB—a-B.
— Drasticka 5 { pro 5 =0,
aV =<3 proa=0>0,
1 jinak. ... hejvetsi

Fuzzy sjednoceni ;@) = pa(@) Vus(@).



Fuzzy logicke (vyrokove) operace

involuce:
komutativita:
asociativita:
distributivita:
idempotence:

absorpce:

absorpce s jednickou a nulou:

neutralni prvky:
zakon kontradikce:
zakon vylouceného tietiho:

de Morganovy zakony:

~(Ta)

aV 3

(o \/ 3) v/ ~
a /(3 V )
aV a

a 'V (A 3)
aVl

fa} ’

a N o

— [: a 'V 3)

x,
L ‘* o, fa} ;:x._ 3
¥ ~._;_; (3 i‘“’ g ] 3 [:Ch' x":'*._ 3 ] x":'*-. =
(A 3) V (o A7), aV (8 AY)
¥, a /o
a, al(aVpg)
1e ¥ .-“’:"x 0
, ail
a /o
I,

3 N o,

o/ L% A Y)s
(@V B)A(a V),
o,
o,
0,
o,

0,

—aV .



Fuzzy Implikace a ekvivalence
— 1 {0,1)% — (0,1)

Nejcastejl 3 tridy:
a=f=caVp S-implikace
aZB=2aV(anp) Q-implikace (kvantova)
a—fB=suw{y: aNy< 5} reziduovana implikace
Napr.
- Godelova 0l f= {,ﬂ pro =
- Reichenbachova o 6=1-a+as
- Puvodni Zadehova o 5= ;o V(@) 5).

aefB=(a=pB)A (8= a)



Ostra fuzzy mnozina

* Necht je dana ostra mnozina A vSech realnych Cisel z uzavieneho
Intervalu <2,3>

o

1




Mira prislusnosti k fuzzy
mnaoZine
* Funkce prislusnosti hodnot k prvku mnoziny: p,(x) — [0,1], kde A je
prvek fuzzy mnoziny a x je spojita hodnota.
Priklad:

fuzzy mnozina necht je STARI s prvky mlady, stf. véku ...
prislusnost k fuzzy mnoziné muze byt pro prvek mlady tato:

vék stupen prislusnosti k mladosti
25 1,0
30 0,8
35 0,6
40 0,4
45 0,2
50 0,0




Mira prislusnosti k fuzzy
mnoZzZine
* Muzeme psat p,q9(25)=1.0, Ujaey(30)=0.8,... yaqy(50)=0.0.
» Stupen prislusnosti hodnot: ,moznostni“ rozdéleni pojmu mlady




Priklad prvku fuzzy mnoziny

» Necht je dana fuzzy mnozina STARI a jeji
prvky mlady, stredniho veku a stary.

mlady str. véku stary

0 15 30 45 60 75
90



M_

A (X)

>

A=*mlady”

o.8<—I
0

X=23

X [VeK]
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Ha (X) A

A=“mlady”

Porovnani

X=23

MA(X) A
A=“miady”
1
> 0)
x [vek] T X [veK]

X=23

24



Ruzné funkce prislusnostsi

u(x) ATrapézoid: <a,b,c,d> u(x) X Gaussova krivka: N(m,s)
1- 1 2
Gl
L a b C d x L m X
Trojuhelnik: <a,b,b,d> Singleton: (a,1) and (b,0.5)
p(x)
A M(X) A
1 - 1 -
0 > 0 >




Operace sjednoceni

Hayg(X)=Max{pa(X), ug(X)}

0 T paX)  pg(x)

26



Prunik

g (X)=MIN{pA(X), g (X)}

A pg(x)

A

X

27



Doplnek

- (X)=1-pA(X)

T pa®)  ug(x)

X

28



Priblizné usuzovani

 \VVyroky respektujici fuzzy usuzovani
(inference). Misto booleovske logiky se
vyuziva fuzzy logika

* Fuzzy expertni systemy vyuzivaji metody
fuzzy usuzovani podle fuzzy pravidel

« Ziskani vystupnich hodnot ze vstupnich
POMOCI:

Fuzzifikace—Inference—>Agregace—Deffuzifikace




Fuzzifikace

Prevod vstupnich (neurcitych) dat na fuzzy mnoziny
Ziskavame konkrétni funkce prislusnosti k dane fuzzy
mnozine

Musi byt pokryto celé zvolené univerzum fuzzy
mnozinami

V prvnim kroku provadime normalizaci univerza napr. na
Interval <0;1> nebo <-1;1>

V druhém kroku se snazime kazdé hodnote univerza
prifadit stupne prislusnosti k danym fuzzy mnozinam
Beze zbytku pokryjeme normalizovane univerzum nosici
jednotlivych mnozin

Nakonec, zvolime konkrétni tvary funkci prislusnosti
Lingvisticka veliCina=proménna
Lingvisticka hodnota= term



Fuzzifikace

il

NL NM NS AZ PS PM PL

-a -(2/3)a -a/3 0 a/3 (2/3)a a
Zkratka Vyznam v angli¢tiné Ekvivalent v ¢estiné
NL Large Negative velka zaporna hodnota
NM Medium Negative stfedni zaporna hodnota
NS Small Negative mala zaporna hodnota
AZ Approximately Zero priblizné nulova hodnota
PS Small Positive mala kladna hodnota
PM Medium Positive stfedni kladna hodnota
PL Large Positive velka kladna hodnota




Fuzzifikace

« 'V praxi lze pouzivat rizné tvary funkci prislusnosti

L- I1-

funkce funkce
A- -
funkce funkce




* Ostre mnoziny * Fuzzy mnoziny
* Univerzum 0-1

A (X)

e * Lingvistické hodnoty
fﬁpﬂﬂm kladna teplota — Ledova
eplota

0 | \ — Studena

-40 0 40 °C — Vlazna

Wlafna
A-fiunkee
I.'..‘ I'L!'E_ Txi

o -10 0 10 20 z [C]



* Lingvisticke termy * Priklad

Vvznam oznaceni Lingvisticka proménna Oznaceni lingvistickeé hodnoty - termy
Hodnota velka zapoma ZV Uhel zaporny, nulovy, kladny

Hodnota stiedni zaporna Zs Vzdalenost nulova, blizka, stiedni, velika, obrovska
Hodnota mala zaporna ZM Otevieni ventilu NU. KN, KM, KS KV

Hodnota zaporna blizki nule ZN Tepelny vykon ZV,ZS,NU, KS, KV

Hodnota nulova NU Teplota ZV, Z5, ZM NU_EM, KS KV

Hodnota kladna blizka nule KN Fegulaéni odchylka ZV,ZS5, ZM, ZN, NU, KN, KM, K5 KV
Hodnota mala kladna KM Priristek regulaéni odchvlky zaporny (Z), kladny (K)

Hodnota stiedni kladna KS 1

Hodnota velka kladna KV -

1 1
o 23% S T 10cps oL¥e]



Pravidla IF-THEN, priklad vySe spropitneého

Dinner for two
a 2 input, 1 output, 3 rule system

If service is poor or food is rancid
Fu= 1 '
then tip is cheap.

Input 1
Service (0-10)
Input 2
Food {0-10)

Fule 2 |f servics s good, thean tip s awerage.

If service 5 excellent or food B
Fuls 3 - -
dalicious, then tip s generous.

The inputs are crisp All rules are

The results of the The result is a
(non-fuzzy) evaluated in parallel rules are combined crisp (non-fuzzy)
numbers limited to a using fuzzy and distilled number.
specific range. reasoning. (defuzzified ).

35



1. Fuzzify
inputs.

delicious

food 1= delicious

food =8

Input

0.7

Result of
fuzzification

36



1. Fuzzify 2. Apply
inputs. OR operator (max).

excellent 0.7
0.7
0.0 delicious 0.0 result of

fuzzy operator

service is excellent or food is delicious
service=3 food =8
input 1 input 2

37



PREDPOKLAD, VSTUPNI ZAVER, DUSLEDEK
INFORMACE, PRICINA

Antecedent Consequent
1. Fueziy 2. Apply li‘a Alppg_
i R i, mplication
inputs. operaior (mia) operaior {min).
If senieis eosber ar food i delicous then result of
implication
senioe = 3 food = B
input 1 input 2

38



3
1. Fuzzify inpus. 2 Apply A

oprevation method {minl.
(OH = max)
‘ - poar rancid chaap
i service is poor ar food is rancid than tip = cheap |

avaraga
2. .
e degren denay
goad an inpui 2

] sarvice is good

than tlp ave r'ﬂga
axcallant i

3 ® delicious gananus ’ \

l | 25% 4. Apply

I serviceis excellent or  food is delicious tlp ganamm e “ﬂﬂd“f",f;, A
service =3 food = 8
input 1 input 2
25%
Result of

aggregation



&

tip = 16.7%

Fee gl ol
d e =nficsaian

5. Dbz Ay e

30 résg &t Uil
|oanrad b
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Interpreting the
fuzzy inference
diagram

‘ input 1 I ‘ input 2 I
(="
‘ output I

41



Out

Fuzzy system

defuzzifikace

baze znalosti (pravidel) . inference

. fuzzifikace

42



Odvozovani - Inference

Inferencni pravidla

JESTLIZE plati podminka, PAK diisledek
Pravidla pro dve fuzzy veliCiny =
dvourozmerna zavislost:

— regulacni odchylka e

— zmena regulacni odchylky delta e

Cil: zméena akcni veliCiny delta u



Vstupni, vystupni veliCiny

* Regulacni odchylka e:

— 5 lingvistickych hodnot-termu
(ZV=velka zaporna, ZS=stredni zaporna, NU=nulova,
KS=stredni kladna,KV=velka kladna)
« Zmena regulacni odchylky delta e
— 3 lingvisticke hodnoty-termy
(Z=zaporna, NU=nulova, K=kladna)
« Zmena akcni veliciny delta u
— 5 lingvistickych hodnot-termu (ZV, ZS, NU, KS, KV)



Baze pravidel

* Pocet pravidel: plati, ze P=nxm, kde man je
pocCet termu fuzzy mnozin vstupnich veli€in
(5x3=15)

Z v ZV Z5 NU K5
NU v Z5 NU K5 KV
K 75 NU K5 KV KV




Fuzzy vs. klasicky pristup k rizeni

Pravidlove definovany pristup:
IF X AND Y THEN Z

Fuzzy model - empiricky vs. matematické modelovani

systemu

— spoleha na zkusenost operatora, nikoli na technicky
popis systemu

Priklad: vstupy jako

"SP =500C", "T <1000C", "210C <TEMP <220C"

nahrazuje pravidlem:

"IF (process is too cool) AND (process is getting colder)
THEN (add heat to the process)"

nebo

"IF (process is too hot) AND (process is heating rapidly)

THEN (cool the process quickly)".

— Tvrzeni velmi nepresna, popisuji presne, ceho se ma dosahnout

» Jako sprcha: ...pokud je voda studena, Cloveék vi presné co velmi rychle
udélat...



Teorie moznosti

* Possibility Theory
* Rozsireni teorie fuzzy mnozin

* Motivovana obtiznou reprezentaci nepresnych
Ci vagnich informaci v teorii pravdepodobnosti

L.A. Zadeh, “Fuzzy Sets as a Basis for a Theory of Possibility,”
Fuzzy Sets and Systems, Vol. 1, No. 1, 1978, pp. 3-28.



Zakladni uvahy

Expertni systemy: znalostni baze obsahuje znalosti lidi,
z nichz vetsSina je nepresnych a kvalitativnich

Hranice mezi hypotézami je Casto definovana vagné
Vyjadrujeme-li takoveé znalosti, lide-experti pouzivaji k popisu
udalosti a hypotéz pojmy jako ,velice pravdepodobne®

— “if the symptoms are . . ., then it is very likely that the disease is . . .”

Zakodujeme-li tento typ expertnich znalosti do
pravdépodobnosti, obvykle ztratime “fuzziness” (nepresnost)
a pripad je reprezentovan specifickymi (a casto nepresnymi)
bodovymi hodnotami



Teorie moznosti

Snaha vyjadrit vagni pojmy precizné a presne
Nahrazuje binarni pravdepodobnostni logiku
vicehodnotovou logikou

— Pravdepodobnostni teorie: udalost bud nastala nebo nenastala
— Teorie moznosti. jsou ,povoleny” stupné Sedi

Nepresnosti lidskych znalosti

— Mohou se pouze priblizne shodovat s antecedenty pravidel
Bezné (pravidlove) systémy se tomu obvykle vyhybaiji:
partial matching s dvouhodnotovou logikou nelze provest

Teorie moznosti: prirozeny a elegantni partial matching za
pouziti kompozicni inference a interpolace



« Teorie pravdepodobnosti a moznosti se lisi
v zakladnim prirazeni, bez néjakého primého vztahu —
vysoka moznost nemusi implikovat vysokou
pravdepodobnost a obracenée
— Napf.:, maze-li Jan snist 1 - 3 vajicka k snidani, moznosti, Ze Jan
muze snist 1, 2, 3 vajicka mohou byt 0,91,01,0
— Ale, pravdépodobnost ze Jan sni 1,2, Ci 3 vajiCka nejakeé rano
muze byt 0,1 0,7 a 0,2
— Nejsou zadna omezeni na soucet moznosti, zatimco soucet
vsech pravdépodobnosti musi byt 1



Teorie moznosti

Jak propagovat miru davéry?
Teorie moznosti zkouma predevsim distribuce

Possibilisticke distribuce se primo vztahuji k fuzzy
funkcim prislusnosti

A: Fuzzy podmnozina U s p, : U — <0;1>

Tvrzeni “X je A" prirazuje possibilistickou distribuci I'Ty
takovou, ze IT, = A
(Ize psat “‘Xje A > 11, = A")
Possibilisticka distribucni funkce
je rovna funkci prislusnosti A: mty = p,



Priklad
Mnozina Cisel U =(1,2,3,...)
A ... fuzzy mnozina malych Cisel
subjektivni charakterizace A muze byt:
u 1 2 3 4 5 6
ma(u) 1 1 0,8 0,6 0,4 0,2

A Ize napsat jako:
A=1/1+1/2+0,8/3+0,6/4+0,4/5 + 0,2/6

,+° 0znacCuje fuzzy sjednoceni a vyrazy 0,8/3 znamenaji moznost 0,8
possibility ze 3 je malé Cislo

Tvrzeni “X je malé Cislo” pfirazuje X possibilistickou distribuci I'T, = A
Mira moznosti, Poss{ xeA } , je moznost, ze hodnota x nalezi do A
a je vyjadrena jako Poss { xeA } = max [y (u)]

(pro nekonecnou mnozinu Poss { XxeA } = sup,a [x(U)])
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