Statistika a spolehlivost v 1ékarstvi — vzorce ke zkousce

1 Intervalové odhady parametrti normalniho rozdéleni N(u,o?)

Odhad stfedni hodnoty pii znAmém rozptylu o2: <X — % ot (1 — %) X + % ot (1 — g)> .
S = S
Odhad stfedni hodnoty pii neznamém rozptylu: <X - 2X Gtn-1)(1—5), X + 2X Gt(n-1)(1 = %)

NG NG
(n-1)8%  (n—1)5% >

b1 (1= %) ey (5)

Odhad rozptylu: <

2 Testovani hypotéz

S P e Tr—c . . s
Test stiedni hodnoty normélniho rozdéleni pii znamém rozptylu 02: =—— v/n testujeme na normované normalni
o
rozdéleni. B
T —c . S
v/n testujeme na Studentovo rozdéleni

Test stfedni hodnoty normalniho rozdéleni pii neznamém rozptylu:

t(n —1).

x

(n—1)s2

L testujeme na rozdéleni y?(n — 1).
2
o (. (T o S . .
Test rovnosti rozptyli dvou normalnich rozdéleni (Fishertv): —2 testujeme na rozdéleni F(m —1,n — 1).
s
Yy

Test rozptylu normélniho rozdéleni:

2. Tm — yn

e

Test rovnosti stfednich hodnot dvou normalnich rozdéleni se znamym rozptylem o testujeme na

normované normalni rozdéleni.

-
Test rovnosti stfednich hodnot dvou normélnich rozdéleni se (stejnym) nezndmym rozptylem: miyn, kde
s % + %
2 2
s = (mfl);fri:(_gfl) Y. testujeme na Studentovo rozdéleni t(m +n — 2).
T—Y /n

Test rovnosti stfednich hodnot dvou normélnich rozdéleni se znamym rozptylem o2 — parovy pokus: 5

testujeme na normované normalni rozdéleni.
Test rovnosti sttednich hodnot dvou normélnich rozdélen{ se (stejnym) neznamym rozptylem — parovy pokus:

)

—+/n, kde §; = x; — y;, testujeme na Studentovo rozdélenf t(n — 1).
S5

2.1 Test nekorelovanosti dvou normalnich rozdéleni

(z; —2) (y; — ) n él T;Y; — (i l‘j) (jil yj)

n
i=1

<

[
Il

—

testujeme na t(n — 2).



3 Podminéna rozdéleni pravdépodobnosti

3.1 Rozdéleni podminéné jevem

Podminéna pravdépodobnostni funkce py|p diskrétni ndhodné veli¢iny Y za podminky B:

P[Y =y, B]
pY|B(y) = P[Y =y|B] = W )
Podminéna distribu¢ni funkce Fy g ndhodné veli¢iny Y za podminky B:
PlY <y, B]
Fy|p(y) = P[Y <y|B] = ~ Pl

podminéna hustota fy|g spojité ndhodné veli¢iny
y
FY\B(y):/ fy|p(t)dt
0

3.2 Rozdéleni podminéné hodnotou diskrétni nahodné veliciny

pyx(y,r) =PlY =y, X =z]=PlY =y | X =z|  P[X = 2] = py|x(y|z)  px(2),

Fy x(y,z) = Z Z py,x(u,t) = Z Z pyx (ult) - px (1)

t:t<zuruly t:t<x uruly

= > Fyix(lt) px(t).

t:t<zx

Obecnéji (pro libovolnou ndhodnou veli¢inu Y)

Fyx(y,z) = Z Fyx(ylt) - px(t).

t:t<zx

3.3 Rozdéleni podminéné hodnotou spojité nahodné veliciny
frix(y,2) = fyix(yl) - fx (),
presnéji a obecnéji

Fraxty.) = [ " Fyx(lt) - fx(tydi = / ' / " v (ult) - Fx () dudt

3.4 Vlastnosti podminénych rozdéleni

E(E(Y]X)) =EY,
DY = D(E(Y|X)) + E(D(Y|X)).

4 Regrese

4.1 Odhad nahodné veliciny: linearni model dimenze 1

Uloha 3: Odhadujeme spojitou ndhodnou veli¢inu Y, predpokladédme
Y=9+hX+E,

Vstupy: realizace ndhodného vybéru ze sdruzeného rozdéleni n. vektoru (Y, X)

(y,a:) = ((y17m1)7 ceey (ynvxn» .

Piedpokléddme y; = 9o + 91 x; + e;, kde (e1,...,e,) je realizace ndhodného vybéru z rozdéleni N(0, o?).

190:@—’191@‘.
J _ 2%y —ney 3, (4 — 1) (Y - 9)
YR >, (@ —a)’



4.2 Regresni pirimka 1

Je tvofena body (z,y), které spliuji rovnici

4.3 Regresni primka 2

z =05 +9}y,

r—2=97(y—9).

4.4 Interpretace regresnich koeficientt

N 1 _ n—1
0= LYy e = L2 DBpla).
j
A2_1 ’Q—H_IZ—DE
Uy—;Z(yj—y) = sy = mp(y),
j
1 _ _
Cay = > (z; — ) (y; — §) = cov(Emp(z, y)).

J
Odhad korelace = realizace vybérového koeficientu korelace =

2@~ D) Wi~ ey _ o(Emp(z, y)).

Y/ ST SR R AL

Lze psat

Rovnice regresni primky pro zavislost Y na X:

y_g:,@l(x_i‘)7
— Cw,y —
—_ = xr — s
y—39 &%( )
y—1y r—
=T 5
&y T,y Am

rovnice regresni pifmky pro zavislost X na Y (to je jind pifmkal):

_ Cx.y
=T = 52 (y - y) ’
Y
r— y—y
~ =Txy ——
Og y
2
.. , oy . o 3 4% .,y 2
Smeérnice obou regresnich primek maji soucin 04 ¥y = =5 =1y o
gz, 0 ?
z %y

a geometricky prumeér absolutnich hodnot \/191 19*1‘ = |rayl



4.5 Chyba linearni regrese

Odhadli jsme linearni regresni funkci g, . .
g(x) ==Y+ z,

pomoci ni hodnoty nezavisle proménné v jednotlivych realizacich

yj = g(.’L‘j) = ’l§0 + ’l§1 Zj,

Y = (ylv"'vgn)

a chyby (rezidua)

L1 o
Véta: - ; 9, =7-
Dikaz: 0= > S (do+dra;) =do+ira=y.
J J
4.6 Slozky rozptylu regresniho odhadu

1
Celkovy rozptyl (angl. total variation; nékdy se nedéli n) := &, = - Z(yj —9)%.
J

=

<

S
[ )

1
Rozptyl modelu (angl. explained variation) := 6127 =— Z( P —
n =
j

Rezidualni rozptyl (angl. unexplained variation) :=

1 1
~n Zéizﬁ Z(yj*?j)z-
J J

(RN

G

- A2 A2 | A2
Véta: 6, = o5+ 63
Dukaz:
~2 ~9
0= (o
Véta: 12, = 24 =1-— £,
zy ~ 52 52
y Y

4.7 Odhad rozptylu

Max. vérohodny odhad rozptylu puvodniho rozdélent:
1
~2 o ~2 _ ~
6% = Z é; = DEmp(é).
J

nestranny odhad:

1 R 1 ~ ~ 2
n—2 ;ei:an Z(yj_ﬁo_ﬂlxj) '

j
4.8 Rozdéleni odhadt a testy hypotéz o nich

Odhady regresnich koeficientu jako funkce ndhodného vybéru (nikoli jeho realizace) jsou ndhodné veliciny,

élch(g,ya
Ox
@0:}7—(:)1)2,

=~



kde

podobné odhad rozptylu,

. n
62 = = E 52
n—2 n—2

(o)

J

Véta: Odhady é)o, @1, &2 skuteénych parametrii Yo, ¥1, 02 jsou nestranné, konzistentni, asymptoticky normalni.
Odhady rozptylu regresnich koeficientu

&%0: ZXQ 2 Z )

2 o 05

1 néyk  (n—2)6%

Odhady Oy, ©; nejsou nezavislé.

©y— 1
%\/n— 2 m4 rozdéleni t(n — 2),
led 2
ox V25X
01—t

vn — 2 mé rozdéleni t(n — 2),

Y—éo—élx
\/n+1+M
Ix

Ge
ox

Vn — 2 rozdélenf t(n — 2).

Pro dané x mé

4.9 Testy korelace

Test nekorelovanosti (nulovosti korelace): Za piedpokladu o(X,Y) = 0 méd

SEL S N/

Ny
rozdéleni t(n — 2),

Test (nenulové) hodnoty korelace: Za piedpokladu o(X,Y) = ¢ # 0 mé

1 14+ Rxy
Ixy i= — In XY
XYy U1 - Rxy
rozdéleni pfiblizné N (uzx,y,(f%x Y>7 kde
1 1+c¢
Haxy §1nlfc
1
2
TZxxy T 230
1
UZXY - 'I’L—S’

tedy

m4é rozdeéleni pfiblizné N (0, 1).



Test rovnosti dvou korelaci: Odhadneme Rx,y, resp. Ry,v, z nezavislych vybért rozsahu n, resp. m,

7 11 1+ Rx,y
= — |n ———
Xy =3 I~ Rxy
1. 14+ Ryyv

Zuy ==V,
vV 2 nlfRu,V7

Za predpokladu o(X,Y) = o(U,V) mé Z := Zx,y — Zy,v rozdéleni piiblizné N (MZ, o%), kde

1 1+ Rx,y 1 1+ Ruy,v

NJZ :::LI’ZX,Yilu‘ZU,Vzilnl_RXY 7§1n1_RUV7
1 1

2 . 2 2 —

JZ'_UZX,Y+JZU,V_TL_3 m_g’

1 n 1
oy = B
7 n—3 m-—3’
tedy

Z — iz
0z

mé rozdélen{ priblizné N (0,1).

4.10 Odhad nahodné veli¢iny: linearni model dimenze k

Uloha 4: Odhadujeme spojitou ndhodnou veli¢inu Y pomoci k vysvétlujicich ndhodnych veli¢in X5, ..., X
na zakladé realizace nahodného vybéru

((ybxlla"’7x1k)7"'7(y’namnlw-‘?xnk))7

kde n > k, obvykle n > k. Predpokladame linearni model

k
Y= 0, X;+&,

i=1

kde 9 = (91, ...,9;)T € R¥ je (sloupcovy) vektor neznamych parametii (regresnich koeficientii),
€ je ndhodn4 veli¢ina s rozdélenim N(0, o%),

o2 je (konstantni, znAmy nebo neznamy) rozptyl,

Pro realizace dostavame

k
yi = Uiz +ej,
i=1

y=X9+e,
kde y = (y1,---,yn)",e = (e1,...,e,)T € R™ jsou (sloupcové) vektory realizaci (nezdvislych) ndhodnych
veli¢in,
Ti1  T12 T1k
T21 T22 T2k
X = ;
Tnl Tp2 ... Tnk

rezidudlni souéet ¢tvercu (angl. residual sum of squares, RSS)
n n k 2 2
~ “~ 2 -~
Rss =36 =3 (1= bt ) = el = Ju-x 9"
j=1 i=1

j=1

soustava normalnich rovnic



feSeni je

Kovarianéni matice vektoru odhadi © je
Ty =0 (XTX) .

Véta: Hodnota regresni funkce v bodé & = (xq,...,zx)7 € R¥,

k
J:T’l?: E ’L9i$i,
i=1

je nejlepsi nestranny odhad vysvétlované ndhodné veliciny Y v bodé x.

4.11 Intervalové odhady regresnich koeficienta pri znamém rozptylu

Véta: (Symetricky) (1 — «)-konfiden¢ni interval pro odhad parametru ¥; je

9; £ (17%) (Bg),, =i 27" (173) o +/Cii ,

kde (Eé)ii’ resp. ¢;;, je i-ty prvek na diagondle matice X, resp. C := (XT X)fl.

4.12 Odhady rozptylu ¢? pivodniho rozdéleni

Maximalné vérohodny:
1 1 n 1 L R
~A2 _ 52 _
o= Res =1 J_ij = 2 (y > ﬂix“) /

nestranny:

1 1 n 1 n k 2
&g:n—kRsszn—kZéEZn—k (gﬁ—Z@%’i) .
j=1 1
R
% pochéz{ z rozdélenf x2(n — k).
o

Odhady Rgs a 9 jsou nezdvislé. (Nikoli vSak jednotlivé slozky vektoru 9 mezi sebou!)

4.13 Intervalové odhady regresnich koeficientti pfi neznamém rozptylu

Véta: (Symetricky) (1 — a)-konfidenéni interval pro odhad parametru 9; je

. ay . - o | Rss ci;
U; & Gt(n—k) (1 - 5) G /cii =0 & Gt(n—k) (1 - 5) : n—k

kde ¢;; je i-ty prvek na diagonile matice C = (XT X)fl.




