
Statistika a spolehlivost v lékařstv́ı – vzorce ke zkoušce

1 Intervalové odhady parametr̊u normálńıho rozděleńı N(µ, σ2)

Odhad středńı hodnoty při známém rozptylu σ2:

〈
X − σ√

n
Φ−1

(
1− α

2

)
,X +

σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

)〉
.

Odhad středńı hodnoty při neznámém rozptylu:

〈
X − SX√

n
qt(n−1)(1− α

2 ),X +
SX√
n
qt(n−1)(1− α

2 )

〉
.

Odhad rozptylu:

〈
(n− 1)S2

X

qχ2(n−1)

(
1− α

2

) , (n− 1)S2
X

qχ2(n−1)

(
α
2

)〉 .

2 Testováńı hypotéz

Test středńı hodnoty normálńıho rozděleńı při známém rozptylu σ2:
x− c
σ

√
n testujeme na normované normálńı

rozděleńı.

Test středńı hodnoty normálńıho rozděleńı při neznámém rozptylu:
x− c
sx

√
n testujeme na Studentovo rozděleńı

t(n− 1).

Test rozptylu normálńıho rozděleńı:
(n− 1) s2

x

c
testujeme na rozděleńı χ2(n− 1).

Test rovnosti rozptyl̊u dvou normálńıch rozděleńı (Fisher̊uv):
s2
x

s2
y

testujeme na rozděleńı F(m− 1, n− 1).

Test rovnosti středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı se známým rozptylem σ2:
xm − yn
σ
√

1
m + 1

n

testujeme na

normované normálńı rozděleńı.

Test rovnosti středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı se (stejným) neznámým rozptylem:
xm − yn
s
√

1
m + 1

n

, kde

s2 =
(m−1) s2X+(n−1) s2Y

m+n−2 , testujeme na Studentovo rozděleńı t(m+ n− 2).

Test rovnosti středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı se známým rozptylem σ2 – párový pokus:
x− y
σ

√
n

2
testujeme na normované normálńı rozděleńı.
Test rovnosti středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı se (stejným) neznámým rozptylem – párový pokus:
δ

sδ

√
n, kde δj = xj − yj , testujeme na Studentovo rozděleńı t(n− 1).

2.1 Test nekorelovanosti dvou normálńıch rozděleńı

rx,y =

n∑
j=1

(xj − x) (yj − y)√√√√( n∑
j=1

(xj − x)2

) (
n∑
j=1

(yj − y)2

) =

n
n∑
j=1

xj yj −

(
n∑
j=1

xj

) (
n∑
j=1

yj

)
√√√√√
n n∑

j=1

x2
j −

(
n∑
j=1

xj

)2
 n n∑

j=1

y2
j −

(
n∑
j=1

yj

)2


t =
rx,y
√
n− 2√

1− r2
x,y

testujeme na t(n− 2).
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3 Podmı́něná rozděleńı pravděpodobnosti

3.1 Rozděleńı podmı́něné jevem

Podmı́něná pravděpodobnostńı funkce pY |B diskrétńı náhodné veličiny Y za podmı́nky B:

pY |B(y) = P [Y = y|B] =
P [Y = y,B]

P [B]
,

Podmı́něná distribučńı funkce FY |B náhodné veličiny Y za podmı́nky B:

FY |B(y) = P [Y ≤ y|B] =
P [Y ≤ y,B]

P [B]
,

podmı́něná hustota fY |B spojité náhodné veličiny

FY |B(y) =

∫ y

0

fY |B(t) dt

3.2 Rozděleńı podmı́něné hodnotou diskrétńı náhodné veličiny

pY,X(y, x) = P [Y = y,X = x] = P [Y = y | X = x] · P [X = x] = pY |X(y|x) · pX(x) ,

FY,X(y, x) =
∑
t: t≤x

∑
u:u≤y

pY,X(u, t) =
∑
t: t≤x

∑
u:u≤y

pY |X(u|t) · pX(t)

=
∑
t: t≤x

FY |X(y|t) · pX(t) .

Obecněji (pro libovolnou náhodnou veličinu Y )

FY,X(y, x) =
∑
t: t≤x

FY |X(y|t) · pX(t) .

3.3 Rozděleńı podmı́něné hodnotou spojité náhodné veličiny

fY,X(y, x) = fY |X(y|x) · fX(x) ,

přesněji a obecněji

FY,X(y, x) =

∫ x

−∞
FY |X(y|t) · fX(t) dt =

∫ x

−∞

∫ y

−∞
fY |X(u|t) · fX(t) dudt .

3.4 Vlastnosti podmı́něných rozděleńı

E(E(Y |X)) = EY ,

DY = D(E(Y |X)) + E(D(Y |X)) .

4 Regrese

4.1 Odhad náhodné veličiny: lineárńı model dimenze 1

Úloha 3: Odhadujeme spojitou náhodnou veličinu Y , předpokládáme

Y = ϑ0 + ϑ1X + E ,

Vstupy: realizace náhodného výběru ze sdruženého rozděleńı n. vektoru (Y,X)

(y,x) = ((y1, x1), . . . , (yn, xn)) .

Předpokládáme yj = ϑ0 + ϑ1 xj + ej , kde (e1, . . . , en) je realizace náhodného výběru z rozděleńı N(0, σ2).

ϑ̂0 = ȳ − ϑ̂1 x̄ .

ϑ̂1 =

∑
j xj yj − n x̄ ȳ∑
j x

2
j − n x̄2

=

∑
j (xj − x̄) (yj − ȳ)∑

j (xj − x̄)
2

2



4.2 Regresńı př́ımka 1

Je tvořena body (x, y), které splňuj́ı rovnici

y = ϑ̂0 + ϑ̂1 x .

y − ȳ = ϑ̂1 (x− x̄) .

4.3 Regresńı př́ımka 2

ϑ̂∗1 =

∑
j (xj − x̄) (yj − ȳ)∑

j (yj − ȳ)
2 .

x = ϑ̂∗0 + ϑ̂∗1 y ,

x− x̄ = ϑ̂∗1 (y − ȳ) .

4.4 Interpretace regresńıch koeficient̊u

σ̂2
x :=

1

n

∑
j

(xj − x̄)2 =
n− 1

n
s2
x = D Emp(x) ,

σ̂2
y :=

1

n

∑
j

(yj − ȳ)2 =
n− 1

n
s2
y = D Emp(y) ,

cx,y :=
1

n

∑
j

(xj − x̄) (yj − ȳ) = cov(Emp(x,y)) .

Odhad korelace = realizace výběrového koeficientu korelace =

rx,y :=

∑
j(xj − x̄) (yj − ȳ)√∑

j(xj − x̄)2
∑
j(yj − ȳ)2

=
cx,y
σ̂x σ̂y

= %(Emp(x,y)) .

Lze psát

ϑ̂1 =
cx,y
σ̂2
x

.

Rovnice regresńı př́ımky pro závislost Y na X:

y − ȳ = ϑ̂1 (x− x̄) ,

y − ȳ =
cx,y
σ̂2
x

(x− x̄) ,

y − ȳ
σ̂y

= rx,y
x− x̄
σ̂x

,

rovnice regresńı př́ımky pro závislost X na Y (to je jiná př́ımka!):

x− x̄ = ϑ̂∗1 (y − ȳ) ,

x− x̄ =
cx,y
σ̂2
y

(y − ȳ) ,

x− x̄
σ̂x

= rx,y
y − ȳ
σ̂y

.

Směrnice obou regresńıch př́ımek maj́ı součin ϑ̂1 ϑ̂
∗
1 =

c2x,y
σ̂2
x σ̂

2
y

= r2
x,y

a geometrický pr̊uměr absolutńıch hodnot

√
ϑ̂1 ϑ̂∗1 = |rx,y|.
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4.5 Chyba lineárńı regrese

Odhadli jsme lineárńı regresńı funkci ĝ,
ĝ(x) := ϑ̂0 + ϑ̂1 x ,

pomoćı ńı hodnoty nezávisle proměnné v jednotlivých realizaćıch

ŷj := ĝ(xj) = ϑ̂0 + ϑ̂1 xj ,

ŷ := (ŷ1, . . . , ŷn)

a chyby (rezidua)

êj := yj − ŷj = yj − ϑ̂0 − ϑ̂1 xj = yj − ȳ − ϑ̂1 (xj − x̄) ,

ê := (ê1, . . . , ên) .

Věta:
1

n

∑
j

ŷj = ȳ .

Důkaz:
1

n

∑
j

ŷj =
1

n

∑
j

(
ϑ̂0 + ϑ̂1 xj

)
= ϑ̂0 + ϑ̂1 x̄ = ȳ .

4.6 Složky rozptylu regresńıho odhadu

Celkový rozptyl (angl. total variation; někdy se neděĺı n) := σ̂2
y =

1

n

∑
j

(yj − ȳ)2 .

Rozptyl modelu (angl. explained variation) := σ̂2
ŷ =

1

n

∑
j

(ŷj − ȳ)2 .

Reziduálńı rozptyl (angl. unexplained variation) :=

σ̂2
ê =

1

n

∑
j

ê2
j =

1

n

∑
j

(yj − ŷj)2 .

Věta: σ̂2
y = σ̂2

ŷ + σ̂2
ê .

Důkaz:

Věta: r2
x,y =

σ̂2
ŷ

σ̂2
y

= 1− σ̂2
ê

σ̂2
y

.

4.7 Odhad rozptylu

Max. věrohodný odhad rozptylu p̊uvodńıho rozděleńı:

σ̂2 =
1

n

∑
j

ê2
j = D Emp(ê) .

nestranný odhad:
1

n− 2

∑
j

ê2
j =

1

n− 2

∑
j

(
yj − ϑ̂0 − ϑ̂1 xj

)2

.

4.8 Rozděleńı odhad̊u a testy hypotéz o nich

Odhady regresńıch koeficient̊u jako funkce náhodného výběru (nikoli jeho realizace) jsou náhodné veličiny,

Θ̂1 =
CX,Y

σ̂2
X

,

Θ̂0 = Ȳ − Θ̂1 X̄ ,
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kde

σ̂2
X :=

1

n

∑
j

(Xj − X̄)2 =
n− 1

n
S2
X ,

CX,Y :=
1

n

∑
j

(Xj − X̄) (Yj − Ȳ )

podobně odhad rozptylu,

σ̂2 :=
n

n− 2
σ̂2
E =

1

n− 2

∑
j

E2
j =

1

n− 2

∑
j

(
Yj − Θ̂0 − Θ̂1Xj

)2

.

Věta: Odhady Θ̂0, Θ̂1, σ̂
2 skutečných parametr̊u ϑ0, ϑ1, σ

2 jsou nestranné, konzistentńı, asymptoticky normálńı.
Odhady rozptyl̊u regresńıch koeficient̊u

σ̂2
Θ̂0

=
σ̂2

n2 σ̂2
X

∑
j

X2
j =

σ̂2
E

n (n− 2) σ̂2
X

∑
j

X2
j ,

σ̂2
Θ̂1

=
σ̂2

n σ̂2
X

=
σ̂2
E

(n− 2) σ̂2
X

.

Odhady Θ̂0, Θ̂1 nejsou nezávislé.
Θ̂0 − ϑ0

σ̂E
σ̂X

√
1
n

∑
j X

2
j

√
n− 2 má rozděleńı t(n− 2) ,

Θ̂1 − ϑ1

σ̂E
σ̂X

√
n− 2 má rozděleńı t(n− 2) ,

Pro dané x má
Y − Θ̂0 − Θ̂1 x

σ̂E

√
n+ 1 + n (x−X̄)2

σ̂2
X

√
n− 2 rozděleńı t(n− 2) .

4.9 Testy korelace

Test nekorelovanosti (nulovosti korelace): Za předpokladu %(X,Y ) = 0 má

RX,Y√
1−R2

X,Y

√
n− 2

rozděleńı t(n− 2) ,
Test (nenulové) hodnoty korelace: Za předpokladu %(X,Y ) = c 6= 0 má

ZX,Y :=
1

2
ln

1 +RX,Y

1−RX,Y

rozděleńı přibližně N
(
µZX,Y

, σ2
ZX,Y

)
, kde

µZX,Y
:=

1

2
ln

1 + c

1− c
,

σ2
ZX,Y

:=
1

n− 3
,

σZX,Y
=

√
1

n− 3
,

tedy
ZX,Y − µZX,Y

σZX,Y

má rozděleńı přibližně N (0, 1).
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Test rovnosti dvou korelaćı: Odhadneme RX,Y , resp. RU,V , z nezávislých výběr̊u rozsahu n, resp. m,

ZX,Y :=
1

2
ln

1 +RX,Y

1−RX,Y
,

ZU,V :=
1

2
ln

1 +RU,V

1−RU,V
;

Za předpokladu %(X,Y ) = %(U, V ) má Z := ZX,Y − ZU,V rozděleńı přibližně N
(
µZ , σ

2
Z

)
, kde

µZ := µZX,Y
− µZU,V

=
1

2
ln

1 +RX,Y

1−RX,Y
− 1

2
ln

1 +RU,V

1−RU,V
,

σ2
Z := σ2

ZX,Y
+ σ2

ZU,V
=

1

n− 3
+

1

m− 3
,

σZ =

√
1

n− 3
+

1

m− 3
,

tedy
Z − µZ
σZ

má rozděleńı přibližně N (0, 1).

4.10 Odhad náhodné veličiny: lineárńı model dimenze k

Úloha 4: Odhadujeme spojitou náhodnou veličinu Y pomoćı k vysvětluj́ıćıch náhodných veličin X1, . . . , Xk

na základě realizace náhodného výběru

((y1, x11, . . . , x1k), . . . , (yn, xn1, . . . , xnk)) ,

kde n > k, obvykle n� k. Předpokládáme lineárńı model

Y =

k∑
i=1

ϑiXi + E ,

kde ϑ = (ϑ1, . . . , ϑk)T ∈ Rk je (sloupcový) vektor neznámých paramet̊u (regresńıch koeficient̊u),
E je náhodná veličina s rozděleńım N(0, σ2),
σ2 je (konstantńı, známý nebo neznámý) rozptyl,
Pro realizace dostáváme

yj =

k∑
i=1

ϑi xji + ej ,

y = X ϑ+ e ,

kde y = (y1, . . . , yn)T , e = (e1, . . . , en)T ∈ Rn jsou (sloupcové) vektory realizaćı (nezávislých) náhodných
veličin,

X =



x11 x12 . . . x1k

x21 x22 . . . x2k

...
...

...
...

...
...

xn1 xn2 . . . xnk

 .

reziduálńı součet čtverc̊u (angl. residual sum of squares, RSS)

RSS =

n∑
j=1

ê2
j =

n∑
j=1

(
yj −

k∑
i=1

ϑ̂i xji

)2

= ‖e‖2 =
∥∥∥y −X ϑ̂

∥∥∥2

.

soustava normálńıch rovnic
XT (y −X ϑ̂) = 0 ,
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XT X ϑ̂ = XT y .

řešeńı je

ϑ̂ =
(
XT X

)−1
XT y .

Kovariančńı matice vektoru odhad̊u Θ̂ je

ΣΘ̂ = σ2
(
XT X

)−1
.

Věta: Hodnota regresńı funkce v bodě x = (x1, . . . , xk)T ∈ Rk,

xT ϑ̂ =

k∑
i=1

ϑ̂i xi ,

je nejlepš́ı nestranný odhad vysvětlované náhodné veličiny Y v bodě x.

4.11 Intervalové odhady regresńıch koeficient̊u při známém rozptylu

Věta: (Symetrický) (1− α)-konfidenčńı interval pro odhad parametru ϑi je

ϑ̂i ± Φ−1
(

1− α

2

) √(
ΣΘ̂

)
ii

= ϑ̂i ± Φ−1
(

1− α

2

)
σ
√
cii ,

kde
(
ΣΘ̂

)
ii

, resp. cii, je i-tý prvek na diagonále matice ΣΘ̂, resp. C :=
(
XT X

)−1
.

4.12 Odhady rozptylu σ2 p̊uvodńıho rozděleńı

Maximálně věrohodný:

σ̂2 =
1

n
RSS =

1

n

n∑
j=1

ê2
j =

1

n

n∑
j=1

(
yj −

k∑
i=1

ϑ̂i xji

)2

,

nestranný:

σ̂2
E =

1

n− k
RSS =

1

n− k

n∑
j=1

ê2
j =

1

n− k

n∑
j=1

(
yj −

k∑
i=1

ϑ̂i xji

)2

.

RSS
σ2

pocháźı z rozděleńı χ2(n− k).

Odhady RSS a ϑ̂ jsou nezávislé. (Nikoli však jednotlivé složky vektoru ϑ̂ mezi sebou!)

4.13 Intervalové odhady regresńıch koeficient̊u při neznámém rozptylu

Věta: (Symetrický) (1− α)-konfidenčńı interval pro odhad parametru ϑi je

ϑ̂i ± qt(n−k)

(
1− α

2

)
σ̂E
√
cii = ϑ̂i ± qt(n−k)

(
1− α

2

)
·
√
RSS cii
n− k

,

kde cii je i-tý prvek na diagonále matice C =
(
XT X

)−1
.
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