Statistika a spolehlivost v 1ékarstvi
2. cviceni, 1. dubna 2014

1 Superpozice dvou exponencialnich rozdéleni
Vyuziti: popis poc¢atecniho + normélniho provozu

Ri(t)=e"% Ry(t)=e ¥ R(1)=0.1e**+0.36 %%
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Obrazek 1: Superpozice dvou exponencialnich rozdéleni

R(t) = cre ™! 4 e 2!

Priklad 1 Naleznéte vztah pro vypocet f(t)

Reseni: OR(t)
f(t) = ot = )\10167)\1{/ + )\20267)\22&

Priklad 2 Naleznéte vztah pro vypocet A(t).

Reseni: Vychézime z definice intenzity

tedy
Cl)\le_)‘lt + 62)\26_)‘2t
cre~ Mt 4 cge N2t

A(t) =

Piiklad 3 Jestlize plati fooo f(t) =1, pak plati ¢; + c2 = 1. DokaZte.




Reseni:
0 00
/ fdt =[Q)]° =[1— R#)F = |1 — cre ! — cge™ 2! , = l--a-e)=ate =1
0
Lze také z R(0) = 1.
» Priklad 4 Jakad je intenzita poruch v case 07
Reseni: Aplikujte vysledek piikladu 3 na vysledek piikladu 2 pro A(0):

)\(0) = 61>\1 + CQAZ

» Priklad 5 Naleznéte vztah pro vypocet Ty.

Reseni: c c

1 2

Ty=—+ —

AL Ao
2 Rozdéleni poruch s intenzitou po tusecich linearni

» Priklad 6 V prazi se casto pouzivd tzv. ,vanovd“ charakteristika. Naleznéte jeji parametri-

2a,Ct.
- Mg — kot
\ < \o—kﬁ
S s .
o
0 t1 tg
t t
Obrazek 2: Obecny tvar ,vanové kiivky“ vlevo, vpravo jeji parametrizace.
Reseni:
1) t<t: A(t) = Ao + kat (kl - Alti—fo)
2) t1 <t <to: )\(t) =)\
3) t > to: )\(t) =\ + k‘z(t — tg)

» Priklad 7 Intenzita poruch daného systému je po cdstech linedrni, viz obrdzek, pricemz:



A(0) =3.1073
A(50) = 1073
A(180) = 8.1073

Spocitejte pravdépodobnost bezporuchového provozu R(t) v case t=150.

°?
o
e
x
[=0]

-

=

<
@
o
£
X
w@
P
Lo
=]
e |

8 90 180

Reseni: Pravdépodobnost bezporuchového provozu R(t) je ddna
R(t) = R(0)e~ Jo Adr

Integral v exponentu miizeme spocitat jako soucdet tii integralt (v dalsim uvazujme R(0) = 1):
150 8 90 150
/ A(r)dr = / A(r)dr + / A(r)dr + / A(r)dr
0 0 8 90
a R(t) je pak

e f0150 A(T)dr _ e fOS A(T)dT—fSQO )\(T)dT—fglOSO A(m)dr _ e f08 )\(T)d're— fggo >\(T)d7’e— f91050 A(7)dr

Integral v exponentu odpovida plose pod grafem intenzity poruch A(t), proto mtzeme jedno-
duse pocitat R(t) = e, kde S je pravé plocha pod grafem. A(t).

Nejprve tedy spoéitejme plochy tak, aby R(t) = e™51e™52¢~%5:

~3107%+1077
B 2

Sy =1073(90 — 8) = 8,2.102

f(21) + f(xo)

S1 5

(8 —0)1,6.1072 (z1 — o)

Pro vypocet S3 musime spocitat A(150). Interpolaci:

() = Alto) +



dostaneme

)\(180) — /\(90) 7.1073 _3
A(150) = ——-———>(150 — 90) = 60 ~ 5,66.10
potom
1073 4+ 4,66.1073
Gy— 2t ; (150 — 90) ~ 0.2
Konecné

R(t) _ 671,6.10‘2678,2‘10‘2670,2 ~ 0, 742.

Priklad 8 Pro systém se stejnou intenzitou poruch jako v predchozim prikladu urdete ¢as T,
pro ktery R(T) = 0.6.

ResSeni: 7Z ptedchoziho piikladu vime, ze R(90) = e S1¢™2 = 0,907. Proto bude 7 pro
R(71) = 0,6 uréité vétsi nez 90 a pro vypocet budeme vychézet ze vztahu pro tieti interval
t € (90; 00). Nejprve nalezneme parametricky tvar polopfimky popisujici intenzitu poruch pro
t > 90 : ve tvaru A(t) = Ao + kt. Pro zjednoduseni uvazujme substituci 7 = ¢ — 90, pak
Ao = A(90) = 1073
)\(tl) — )\(to) 7.10_3 _5
k=—"——"(t—t) =——="7,7.10
h—ty )= 15000

Ze vztahu pro pp. bezporuchového provozu

R(90 + 12) = R(90)e™ Jo2107347,7.1075¢dt _ R(go)e—(10—37'2+3,8.10—57-22) —0,6

Z toho

e—(107372)+3,8.107°73 _ 0,6 — 0,6

R(90) ~ 0,907

po zlogaritmovani

3,8.107°72 + 10 3m = 0,4165
3,8.107°72 + 103 — 0,4165 = 0
—1073 £ /106 — 4.3,88.10-5.(—0, 4165
Ty = v - (=0 ):91,438
2.3,88.10—5

7=90+ 10 = 181,43s




Pozn.: Pozor! Kvadratickd rovnice mé obecné dvé feSeni. Protoze jsme pocitali s funkci A
zacinajici v case t = 90, je druhé feseni zaporné = bereme kladné feseni. Pokud bychom ale
pocitali s funkci A vyjadifenou vzhledem k pocéateénimu ¢asu ¢ = 0, vyjdou obé feseni kladna,
ale druhé feseni bude 7 < 90. Protoze vime, ze musi platit 7 > 90, bereme za vysledek vétsi
z obou hodnot.

Pozn.: kvadraticka rovnice pfi alternativnim vypoc¢tu — integral v intervalu (90;7) :
3,8.107°72 —6-10737 — 0,188 =0

3 Spolehlivost soustav

Predpoklad : kazdy prvek i kazda soustava se nachazeji vzdy v jednom ze stavi : bezporu-
chovém stavu nebo ve stavu poruchy.

Priklad 9 (Pravdépodobnost bezporuchového provozu - sériova soustava) Vypoctéte
pravdépodobnost bezporuchového provozu soustavy, R = ¢ Pravdépodobnost bezporuchového
provozu jednoho prvku je p, prvky jsou stejne.

ResSeni:

qg = 1-p,
R = P(X; ﬂXQ) = P(X1|X5) - P(Xs) = P(X;) - P(X>5) = p?,

Q = 1-R=PX|JX2)=P(X1)+ P(X2) - P(X1-X5) =2(1—p) — (1 —p)> = 1—p".
obecné vztahy R, Q, pro n prvku :

R = p"

Q =) (-1) (Z)( p)

i=1

Priklad 10 (Pravdépodobnost bezporuchového provozu - paralelni soustava) Vypoctéte
pravdépodobnost bezporuchového provozu soustavy. Pravdépodobnost bezporuchového provozu
jednoho prvku je p, prvky jsou stejné.

()
N

O

R = P(Xi|JX2)=1-Q=P(X1)+ P(Xy) - P(X1- X3) = 2p—p°,

Q = PXi()X2)=(1-p)(1—p)=1-2p+p",



obecné vztahy R, @, pro n prvki :

R o= Sy (D)
Q = g—p)"

Priklad 11 (Pravdépodobnost bezporuchového provozu - sérioparalelni soustava)
Vypoctete pravdépodobnost bezporuchového provozu soustavy. Pravdépodobnost bezporucho-
vého provozu jednoho prvku je p, vsechny prvky jsou stejné.

C N
NN
C
NN
Reseni
R = 2p*—p!,
Q = (1-p)1-p")=1-20"+p"

Priklad 12 (Pravdépodobnost bezporuchového provozu - sérioparalelni) Vypoctéte
pravdépodobnost bezporuchového provozu soustavy.

3 3 3
4 4 4
2 - 2
3 5
1 1
2
3

ResSeni:

3\° 1) 2 2 2 913
=<¢l—-|1—-(1-|1-1- 1=z = 1== - =——=0,317.
R { < [ <4> ] [ <2> ]) 3 < 3>} 5 2888 0,317
Priklad 13 (Paralelni soustava se tfemi prvky) Vypoctéte pravdépodobnost bezporucho-

vého provozu soustavy na Obr. 3 slozené z prvki se zndmymi intenzitami poruch. (Pravdépo-
dobnost pocitejte v ¢ase t=>50.)




Obréazek 3:

ReSeni: Je nutné si uvédomit ze pravdépodobnost bezporuchového provozu je funkce ¢asu
— budeme hledat pravdépodobnost v konkrétnim case t = 50. Déle je nutné si ujasnit, jakému
rozdéleni pravdépodobnosti podléhaji prvky soustavy. Jejich intenzity jsou zadany jako kon-
stanty a proto se jedna o exponencialni rozdé€leni poruch. Pro jednotlivé prvky v case t=50
plati:

Ri(50) = e M50 =¢705 =0 607,
Ro(50) = Ry(50) = e %% = 0,607,
R3(50) = e 50 =725 =0, 082.

Pro soustavu potom bude platit

R(50) = 1—[(1— Ry(50))(1— Ry(50))(1 — R3(50))] =1 — [0,393-0,393-0,918] = 0, 858.

Priklad 14 (Paralelni soustava se tiemi prvky) UvaZujme obvody na obr.4. Prvky, je-
jichZz poruchy podléhaji exponencidlnimu rozdélent, jsou oznaceny parametrem A. Spodni pr-
vek na obr.4 vykazuje poruchy podléhajici Rayleighovu rozdeéleni s parametrem k. Urcete tento
parametr tak, aby pravdépodobnost bezporuchového provozu obou soustav byla v caset =10 s

stejnd.
2=0.01 : ) 2=0.03
2=0.02 C k=?

b

SO

Obréazek 4:



Reseni: Nejprve si spoéitame pravdépodobnost bezporuchového provozu jednotlivych prvkii:

Ra(t) = e Mt RA(10) = %0110 = 0,904

Rp(t) = e ! 5 Rp(10) = e %0210 — 0,818

Re(t) e 5 Re(10) = e %9310 — 0,740
—kt2

RD(t) = e 2

Pravdépodobnost bezporuchového provozu levé soustavy v case t = 10 s je:
R1(10) = R4(10) + Rp(10) — R4(10)Rp(10) = 0.904 + 0.818 — 0.904 - 0.818 = 0.983
Pravdépodobnost bezporuchového provozu pravé soustavy v case t = 10 s je:
R5(10) = R¢(10) + Rp(10) — R (10)Rp(10) = 0.740 + Rp(10) — 0.740Rp(10)
Uréime Rp(10):

Ry(10) — Re(10)  0.983 — 0.740
10) = = =0.934.
£p(10) 1 — Re(10) 1 —ora0 09

Ted mtzeme vypocitat hodnodu k:

2 _ —2WnRp(t)  —21n0.934

Rp(t)=e2 —k 2 gz = 0.00136.

Priklad 15 Pruni obvod na obrdzku je sloZen z prvki, jejichz poruchy podléhaji exponenci-
alnimu rozdélent poruch s parametry A1 = 0.01, Ay = 0.02, A3 = 0.03. Druhy obvod je sloZen
ze dvou prvki, jejichZ poruchy lze popsat Rayleighovym rozdélenim s parametrem k.

Urcete k tak, aby pravdépodobnost bezporuchoveho provozu obou stoustav v c¢ase t = 10

byla stejnd.

»

Reseni: Nejprve uréite spolehlivost levého obvodu:
Rleft(t) = Ri(t)Ra(t) + Rg(t) — Ri(t)Ra(t)R3(t)

a dosadime

Ri(t) = e ™M = R1(10) = %0110 = 0.905
Ro(t) = e — Ry(10) = %9210 = 0.818
Rs(t) = e — R3(10) = %9310 = 0.741



Pravdépodobnost bezporuchového obvodu vlevo je v ¢ase 10:
Ryes:(10) = 0.905 - 0.818 + 0.741 — 0.905 - 0.818 - 0.741 = 0.932

Pravdépodobnost bezporuchového provozu soustavy vpravo (spolehlivost prvka oznacdime
Ry(t)) je obecné:

Ryight(t) = Ri(t) + Ri(t) — RE(t) = 2Ry (t) — Ri(t)
a jelikoz ma platit Rj.r(10) = Ryignt(10), tak
0.932 = 2R (10) — R2(10)
Dostavame tedy jednoduchou rovnici s nezndmou proménnou Ry (10):
R2(10) — 2Ry (10) +0.932 = 0

kterd ma dva kofeny: 0.739 a 1.26. Spréavné feseni je 0.739, nebot Rj(10) je pravdépodobnost
bezporuchového provozu, tj. ¢islo v intervalu < 0,1 >. Tato pravdépodobnost je popséana

.2
Rayleighovim rozdéleni, tedy Ry (t) = e 2. Odtud:
0.739 = Ry (10)

2

0.739 = ¢ 2
o tedy 21n0.739
k= —— 55— = 0.00605.

Soustava m z n

Méjme soustavu s n prvky, pficemz alespon m musi spravné pracovat. Pokud jsou prvky
shodné a nezavislé, pak lze spolehlivost soustavy popsat binomickym rozdélenim.
Pravdépodobnost bezporuchového stavu pravé m prvkd z n je

n\ ., _
= 1—p)» .
f(m,n,p) (m>p (1-p)
» Priklad 16 Jakd je pravdépodobnost bezporuchového stavu nejméné m prvki z n?

ResSeni:

R= Zn: f(k,n,p) = Zn: (Z)pk(l —p)" "

k=m k=m

» Priklad 17 Pro kterou soustavu plati, Ze m = 17

ReSeni: Paralelni soustava

» Priklad 18 Pro kterou soustavu plati, Ze m = n?



ResSeni: Sériova soustava
Priklad 19 (Ocelové lano - soustava m z n) Ocelové lano md 4 vldkna, spravnd funkc-

nost je zajisténd pokud nejsou pretriena alesporn dve vildkna. n = 4; m = 2; Pravdépodobnost
nepretrzeni jednoho vldkna je p =0.9; R =7

4 4 4
R= <2>0,92.0, 12 + <3>0,93'0,1+ (4>0,94 =0,9963.

Reseni:

10



