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Cast I
Teorie pravdépodobnosti

1 Motivacéni priklady

Piiklad 1 (Monty Hall Problem). Hrdé md uhddnout, za kterymi z trojich dveri se skrgvd
vghra. Rekne svij tip, poté mu moderdtor (ktery vi, kde vyhra je) otevre jiné dvere, za ktergmi
vijhra neni. Poté dd hrdci moznost zménit svij tip. Md to hraé udélat?

Reseni. Pokud hrdé trvd na svém pronim odhadu, je pravdépodobnost vihry 1/3.

Pokud zmeént tip, voli ze 2 moZnosti, ale jeho Sance se zvysi na 2/3:

S pravdépodobnosti 1/3 byl proni odhad sprdvng a druhy chybny.

S pravdépodobnosti 2/3 byl proni odhad chybny a druhy sprdvny. [

Priklad 2 (4 PINy). ElBanka poslala ke 4 kontum pristupovd hesla (PIN), ale neuvedla, které
heslo patri ke kterému ictu. Ke kaZdému ictu lze vyzkouset 3 kody, po 3 chybdch se zablokuje.
Navrhnéte postup, ktery dovoli zpristupnit (v praméru) co nejvice kont.

Reseni. Prund heslo zkousime postupné k jednotlivgm kontim, dokud neuspéjeme. Pak po-
stupujeme stejné s druhym heslem. V nejnepriznivéjsim pripadé (pokud jsme sprdvné konto
nasli vidy az na posledni pokus) nyni mdme pravdépodobnost 1/2, Ze zablokujeme jedno konto,
vechna ostatni se podaii otevrit. (Toto neni jeding postup s timto vysledkem.) [

2 Kombinatorické pojmy a vzorce
Priklad 3 (druhy ndhodnych vybéra). Kolika zpisoby lze z populace velikosti n vybrat

1. 12 finalistek soutéze krdsy,
2. 4-¢lenné druzstvo na zdvod Dolomitenmann,

3. 1000 vyhercu spotiebitelské soutéze?

U téch probirangch druhi ndhodnych vybéri, které zde nejsou zastoupeny, najdéte vlastni
priklad.

Reseni.
1. 12 finalistek soutéze krdsy: neusporddany vybér bez vracent, (1”2)

-

v s v , . 3 , Y !
2. 4-¢lenné druZstvo na zdvod Dolomitenmann: uspordadany vybér bez vracent, ﬁ.

3. 1000 vyhercu spotiebitelské soutézZe: neusporddany vybér s vracenim, (”Jriggg*l)
Neni zde zastoupen usporddany vybér s vracenim, napt. vyherci pronich tri cen v literdrni
soutézi, n®, a
permutace s opakovdnim, napt. pocet mozngych zpusobu rozmisténi osmi bilijch Sachovych figur

(bez péscii) na 1. Fadé Sachovnice, 5o = 5040. O

L Autorem tlohy je V.”Smutny, a a¢ to zni neuvéfitelng, je to skuteény pifbéh.



Piiklad 4 (hypergeometrické rozdéleni). Mezi M vgrobky je K vadngjch. Jakd je pravdépo-
dobnost, zZe mezi m ndhodné vybranymi vyrobky je prdavé k vadnijch?

Reseni. Vsechny mozné vybéry m z M virobki predstavuji (% ) elementdrnich jevi.
Z K wvadngjch vybereme k vyrobku ( ) zpisoby,

z M — K dobryjch vybereme m — k vyrobku (m:k) zpisoby,
M—K)

celkovyj pocet moznosti je (Ik()(mik .

Viyslednd pravdépodobnost je
(%) Coit)
()

Odvodili jsme tzv. hypergeometrické rozdélentd. O

ke{0,1,2,...,m}.

Priklad 5 (pravdépodobnosti zafazeni do priuzkumu). Alice a Bob Ziji ve stdté, ktery md
n = 107 obyvatel. Do statistického prizkumu bude vybrdno k = 10000 respondenti. Pro vsechny
Ctyri typy vybéru vypoctéte pocet vech moznosti viybéru a pravdépodobnost, Ze do vybéru bude
vybrdna (a) Alice asponi jednou, (b) Alice i Bob, (c¢) Alice vice nez jednou.
Reseni. Usporddany vijbér bez vraceni:
Celkovy pocet moznosti (n%'k), = 6.730 - 1059997,
(a) Alice (stejné jako Bob) neni vybrdna v ﬁ = 6.723 - 109997 piipadech, tj. s prav-
depodobnosti "D B = nok — 0,999,
je vybrdna s pravdépodobnosti 1 — % (";!k)! =1—nr=k % = 0.001.

(n—2)! (n—k)!

(b) Alice ani Bob nejsou vybrdni v % pripadech, tj. s pravdépodobnosti @

2=k nl
{n=l il = 0,998 001.
Od jednotky odecteme pravdépodobnost, Ze neni vybrdna Alice, a také, Ze neni vybrdn Bob, tj.
-2k
n

To jsme ale dvakrdt odecetli vjbéry bez Alice i Boba, a musime je jednou pric¢ist. Pravdépodob-

nost, zZe bude vybrdna Alice i Bob, je 1 — 2 "Tfk + (n~ s)(in 1])€ L = nEIZ i)) =9.999-10".

Alternationi teSeni: Alice bude vybrdna s pravdépodobnosti %, ze zbyvagicich obyvatel do zbytku
vybéru Bob s pravdépodobnosti %

Neuspordadany viybér bez m‘acenz
Celkovy pocet moznosti () = m = 2.365 - 1034338,

(a) Alice je vybrdna v (Z:l) % = 2.365 - 1034335 pripadech, tj. s pravdépodob-

. n—1)! n—k)! k!
nosti (k),(lk) ol ( :,) M—k—0.001.

(b) Alice i Bob jsou vybmm v ( ) pripadech, tj. opét s pravdépodobnosti @

k(k—1) 7
e =9.999 10"

(n—2)! (n—k)'k
—k)I (k—2)! n!

Usporddany vybér s vracenim:

Celkovy pocet moznosti nF = 1070000,

(a) Alice nend vybrdna v (n — l)k = 9.99-10999 pripadech, tj. s pravdépodobnosti (”Tfl)k =
0.999, i

je vybrdna s pravdépodobnosti 1 — (”771) = 0.001.



(b) Alice ani Bob nejsou vybrdni v (n — 2)k = 9.98 - 1099999 pripadech, tj. s pravdépodob-
nosti (%=2)" = 0.998001.

Obdobné jako u vybéru bez wvraceni, pravdépodobnost, Ze bude vybrdna Alice i Bob, je 1 —
2 (22)" 4 (22)" = Ehl = 9,989 107,

n n

(c) Pokud je Alice vybrdana prdvé jednou, muze se to stdt pri k prileZitostech; zbyvajicich

k — 1 respondenti je vybrdno z n — 1 obyvatel, moznosti je k (n — 1)k_1. Pravdépodobnost, Ze
k—1

Alice bude vybrdna vice nez jednou, je 1 — (%)IC — % =4.996-10".

(U vgbéri bez vracend byla nulovd.)

Neuspordadany vybér s vracenim:

Celkovy pocet moznosti ("+:_1) = 5.203- 1034342 | gle nejsou stejné pravdépodobné. Poéty

moznosti bychom mohli vypocitat, ale pravdépodobnosti z nich nelze snadno uréit. Pravdépo-

dobnosti jsou stejné jako pro usporddany vybér s vracenim. O

3 Vlastnosti pravdépodobnosti

4 Geometricka pravdépodobnost

Priklad 6 (Buffonova dloha). Na linkovany papir hodime jehlu, jejiz délka je rovna vzddlenosti
mezi linkami. Jakd je pravdépodobnost, Ze jehla protne néjakou linku?

Reseni. BUNO: Délka jehly (a vzddlenost linek) je jednotkovd.

Oznaéme x € (0,7/2) thel mezi linkou a jehlou a y € (0,1/2) vzddlenost stredu jehly od
nejblizst linky (za jednotku bereme vzddlenost mezi linkami). Predpokldddme, Ze tyto ndhodné
veli¢iny jsou nezdvislé a maji rovnomeérnd rozdéleni na prislusniych intervalech. Za mnozZinu
elementdrnich jevi vezmeme dvojrozmérny interval (obdélnik) Q2 = (0,1/2)x(0,7/2), na kterém
mame rovnomérné rozdéleni. Jev A — protnuti linky — nastane, pokud y < % sinz,

A={(y,x) €(0,1/2) x (0,7/2) | y < 3 sinz} .

Hledand pravdépodobnost je pomér obsahi mnozZin A a 2, pricemz A je plocha pod kiivkou,
jejiz integraci dostaneme obsah, a € je obdélnik:

1 (21 2 .
P(A)=— 3 sinzdz = — =0.636619772.
7r

O

Priklad 7. Na rovnomérnou nekonecénou étvercovou mirizku, kde vzddlenost pruseciki je a,
hodime minci o priméru b, b < a. Jakd je pravdépodobnost, Ze mince zakryje édst nékteré z
linek této mrizky?

Priklad 8. Hdzime minci na édru; ndhodnd velicina X uddvd vzddlenost hozené mince od
cary. Jeji rozdéleni pravdépodobnosti je ddno hustotou:

B -2 pokud x€(0,2),
Jx (@) = { 0 pokud x> 2.
1

Ndhodnd velicina Y = < uddvd vijhru (zisk) z jednoho hodu. Jaké je rozdélent (stredni hodnota,
rozptyl) ndhodné veliciny Y 2



5 Kolmogoroviv model pravdépodobnosti

6 Nezavislé jevy

6.1 Nezavislost dvou jevi

Piiklad 9 (vylepseni ndhodného generdtoru). Alice a Bob chtéji spravedlivé vybrat jednoho
z nich. Mohou si hodit minci, ale ta je zdeformovand, takze jsou pochyby, zda padaji oba vysledky
se stejnou pravdépodobnosti. Dohodnou se, Ze hodi minci dvakrdt. Alice vyhrdvd, pokud padnou
stejné vysledky, Bob pti riuznijch vysledcich. Kdo z nich md vétsi nadéji na vijhru?

Reseni. Lic padd s pravdépodobnosti 1/2+e¢,
rub s pravdépodobnosti 1/2 — e, kde € € (—1/2,1/2).
2% lic s pravdépodobnosti (1/2 + 6)2,
2% rub s pravdépodobnosti (1/2 — ).
Alice vyhrdva s pravdépodobnosti
B+’ +(G -9 =1+22>1
2 2 2 2
Bob s pravdépodobnosti
2(1+e)(3-e)=L1-22< .

Pravdépodobnost se od 1/2 1isi od 1/2 o h(e) = 2% namisto ¢.
Napr. pro e = 0.01 Alice vyhrdvd s pravdépodobnosti 1/2 + 2e? = 0.5002. Udélali jsme ze
$patného ndhodného generdtoru lepsi. O

Piiklad 10 (vylepseni ndhodného generdtoru 2). Vylepsete predchozi priklad.

Reseni. Potrebujeme vice nez dva hody.
Napr. pri sudém poétu lict vyhrdvd Alice, pri lichém Bob.
Pro 3 hody vyhrdvd Alice s pravdépodobnosti

Lo’ 43 (h—e) (Ate)’=1—-4ac.
(2 2 2 2
Pro e =0.01 je to 0.499996.Pro 4 hody
(A=) +6 (k- h+e)’+(L+e) =1+8"=050000008.

Pro velmi Spatnou minci, u niz lic padd s pravdépodobnosti 0.9, tj. € = 0.4,
provedeme napt. 2° = 32 pokusti.
Pravdépodobnost, Ze pocet licu je sudy, se lisi od 1/2 o

h(h(h(h(h(g))))) =3.96-107*.
Takto lze vytvorit z velmi $patného ndhodného generdtoru libovolné dobry (byt poma-

lejsi). O

6.2 Nezavislost vice jevia

Piiklad 11. Nezdvislé jevy A, B, C maji po Tadé pravdépodobnosti 0.2, 0.3, 0.4. Urcete prav-
dépodobnost jevu X = (AV B) AC.



ResSeni. Pro nezdvislé jevy

P(AV B) = P(A)+ P(B) — P(A) - P(B) =02+ 03— 0.2-0.3 = 0.44 ,
P(X)=P((AVB)AC)=P(AV B)-P(C)=0.44-0.4 = 0.176.

O

Priklad 12. Hladina je kontrolovdna 4 spinaci dle obrdzku. Pri nizké hladiné magji biyjt vsechny
sepnuty, pri vysoké vypnuty. KaZdy z nich (nezdvisle) je s pravdépodobnosti 10 % v opacném
stavu, neZ by mel byt. Jakd je pravdépodobnost poruchy celého zapojeni v sepnutém, resp.
vypnutém stavu? Porounejte s pouZitim jednoho spinace.

Reseni. Oznaéme p pravdépodobnost, e spinaé je sepnuty. Paralelni spojeni dvou nezdvislyjch
spinacii je spojené s pravdépodobnosti ¢ = 1 — (1 — p)?, sériové spojeni dvou takovijch obvodii
s pravdépodobnosti r = ¢>.

Sepnuty stav: p=0.9, ¢ = 0.99, r = 0.9801, pravdépodobnost poruchy je 1 —r = 0.0199.
Vypnuty stav: p = 0.1, ¢ = 0.19, r = 0.0361, coZ je i pravdépodobnost poruchy.

V obou stavech se pravdépodobnost poruchy nékolikandasobné sniZila.

7 Podminéna pravdépodobnost

Priklad 13. U 10% ridicu, kteri zpusobili dopravni nehodu, bylo prokdzdno poZiti alkoholu.
Rozsdhly pruzkum ukdzal, Ze riziko nehody se pozitim alkoholu zvysuje 7x. Odhadnéte, kolik
procent Tidic¢u poZilo alkohol.

Reseni. Jevy:

A ... pozil alkohol,

H ... zpusobil nehodu.

P(A|H)=0.1, P(H|A) =7P (H|A).

B - P(H|A) P(A) _ TP (4)
0= P = 5 HIA) P (4) + P (HIA) P(A) ~ 7P (A)+(1-P(A)
P(A)= o

O

Priklad 14. Poziti alkoholu bylo prokdzdno u 1% vsech Fidicu a u 10% vidicu, kteri zpisobili
dopravni nehodu. Kolikrdt se pozZitim alkoholu zvySuje riziko nehody?

Reseni. Jevy:

A ... pozil alkohol,

H ... zpusobil nehodu.

P(A) =001, P(A/H)=0.1.

) - P (H|A) P (A)
0.1=P(AlH) = P(H|A) P(A)+ P (H|A) P(A)
P(H|A) 0.01 !

" P(H[A)0.01 + P (H[A) 0.99 . P(HIA) oo

1+ i 99



P(HIA)
P(HA)

O

Priklad 15. Kdyz je Egon strizlivg, udéld v primeéru jednu gramatickou chybu na 100 slov,
kdyz je opily, 2x tolik. V semestrdlni prdci o 1000 slovech mél 16 chyb. Alice soudi, Ze ji musel
psdt opily, Bob turdi, Ze Egon byl stiizlivy. Co vse muZete k jejich sporu ici, muZete-li si dovolit
riziko 5%, Ze vd$§ usudek bude chybni?

Priklad 16. V populaci je infikovdna 1/4 jedinci, ale jen u 2/3 infikovangch se ndkaza pro-
jevuje (a u Zddnyjch neinfikovangch). Jakd je pravdépodobnost, Ze jedinec bez priznaki nend
infikovany?

Priklad 17. Pravdépodobnost onemocnéni cukrovkou je 5% wu téch, jejichz rodice tuto nemoc
neméli, 10% tam, kde ji mél jeden z rodicu, a 30%, pokud méli cukrovku oba rodice.

1. Jaky je rovnovdzinyg podil nemocnych cukrovkou v populaci (stejny u generace rodici i
déti) za predpokladu, Ze onemocnéni otce a matky jsou nezavislé jevy?

2. Jestlize pacient onemocnél cukrovkou, jakd je pravdépodobnost, Ze tuto nemoc mél aspon
jeden z jeho rodicu, pokud predpokliddame, Ze v populaci je rovnovdzny vyskyt dle bodu 17

Reseni. ¢ =0.05(1 —¢)? +0.3¢2 + 0.2¢(1 — ¢)
c=5.608x10"2
P(Ry|C) = 220=2 _ (7944

P(=Ry|C) =1 — 2050=2 _ (9056 O

Priklad 18. Jazykovy korektor zmeéni 99 % chybnijch slov na sprdvnd a 0.01% sprdvnijch na
chybnd. Zménil 2% slov. Odhadnéte mnoZstvi chybnijch slov v jeho vystupu.

Reseni. Predtim pravdépodobnost chybného slova p. Opraveno 0.99 p 4+ 10~4 (1—-p) =0.02,
p=2.0103 x 1072, Po opravé chybné 0.01p +10~* (1 —p) =2.9902 x 102, O

Priklad 19. Z 60 Zijicich clenu klubu vyslouZilyjich ndmornich kapitdni jich 5 zaZilo ztroskotani
(jednou). Podle statistiky pri ztroskotdnd lodi v této oblasti tretina kapitini zahyne. Odhadnéte
pravdépodobnost, Ze kapitdn zaZije ztroskotdni (aspon jednou za Zivot — mozZnost opakovaného
ztroskotdni téhoz kapitdna i predcasného dumrti z jiné priciny zanedbdvdme).

Reseni. A ... Zije,

B ... zazil ztroskotdnt,

P(A|B) = %, P(A|-B) =1, P(B|A) = % = 1—12 (odhad)

Bayesova véta:

B P(B) P(A|B)
P(BJA) = P(B) P(A|B) + P(—~B) P(A|-B)
1 2p(B)
12 2P(B)+(1- P(B))
P(B) = % =0.12

Alternationi feseni: Na b prezivsich ndmorniku pripadd v pruméru 5 - % = 7.5 ucastniku ztros-
kotant, z toho 2.5 meprezilo, celkovy pocet je 60 4+ 2.5 = 62.5 a pravdépodobnost, Ze se jednd



s ;. .75 _ 3 . ., . . ... L, .
o tcastnika ztroskotdni, je g5= = ¢ (tyto Cetnosti ndm jen ndzornéji nahrazuji pravdépodob-

nosti, proto neni nutné, aby byly celociselné, pokud vychdzime z toho, Ze statistika dmrtnosti

pri ztroskotdnich je zaloZena i na dalsich pfipadech kromé zde uwvazZovanych; z téch by nemohla
1

vyjit 5). O

Priklad 20 (pozitivni test na nemoc). Test nemoci je u 1% zdravych falesné pozitivni a u
10% mnemocnyjch falesné negativni. Nemocnyjch je v populaci 0.001. Jakd je pravdépodobnost, Ze
pacient s pozitivnim testem je nemocny?

Reseni. T ... pozitivni test, N ... nemocny.
P(N) =0.001, P(T|N) =0.01, P(T|N) =0.1.

P(T) = P(T|N) - P(N) + P(T|N) - P(N) =
—_— ——

P(NAT)
= 0.01- (1 —0.001) 4 (1 —0.1) - 0.001 = 0.01089,
P(NAT) .

O

Piiklad 21 (vyskyt nemoci v populaci). Modifikace predchoziho prikladu: Nevime, kolik ne-
mocngch je v populaci, ale vime, Ze pravdépodobnost pozitivniho testu je 0.02. (Test nemoci
je u 1% zdravijch falesné pozitioni a u 10% nemocnijch falesné negativni.) Odhadnéte podil
nemocnych je v populaci.

Reseni. T ... pozitivni test, N ... nemocny.
P(T) =0.02, P(T|N) =0.01, P(T|N) =0.1.

P(T) = P(T|N) - P(N) + P(T|N) - P(N),
—_——
P(NAT)
0.02 =0.01- (1 — P(N))+ (1 —0.1) - P(N) = 0.89 P(N) + 0.01,
P(N) = 0.011236.

O

Priklad 22 (bayesovsky odhad vstupu informaéniho kandlu). Na vstupu informacniho kandlu
mohou byt znaky 0,1, na vystupu jsou precteny s mezdvislou pravdépodobnosti chyby 0.1.
Urcete podminéné pravdépodobnosti vstupu pri zndmém vystupu, je-li apriorni pravdépodob-
nost jednicky (a) 0.4, (b) 0.1, (c) 0.05.

Reseni. Oznacme jevy:
By, By : vysldn znak 0, resp. 1,
Ag, A1: prijat znak 0, resp. 1.

(a)

[Pl Pa] =[P P[P D) -

0.9 01

=[06 04]- [0.1 0.9

] = [0.58 0.42] ,



Ao|By) P(By) _ 0.9-0.6

P (BolAo) = il

= =0.93103
P (Ay) 0.58 ’
P(Ao|By) P(B;) 0.1-04 . s
P (By]4g) = - - 6. 1
_ P(A1|By) P(By) 0.1-06 .
P (BolAr) = P A =g = 014286,
P(A|B;) P(B;) 09-04 .
P (By]4,) = = = 0.85714.
(Bil41) P (A;) 0az 087
(b)
0.9 0.1
[P(Ag) P(A1)]=1[09 01]- [0.1 019} =[0.82 0.18] ,
P (Ay|By) P(By)  0.9-0.9
P (Bo|Ag) = = =0.
P(Ao|By) P(B;) 0.1-0.1 L
P(Bi|Ag) = - =1.2195-10
(Bil4o) P (Ay) 0.82 ’
P(A1|By) P(B;) 0.1-0.9
P (By|4,) = = =05
(BolA1) P (A) 0.18 ’
P(Ay|By) P(B;) 0.9-0.1
P (Bi|A;) = = =0.5.
(BilA) P(A)) 018 0P
(c)
0.9 0.1
[P (Ag) P(A1)]=[095 0.05]- [0'1 0.9} =[0.86 0.14] ,
P (Ao|Bo) P(By) 0.9-0.95 .
P (Bo|4o) = = =0.99419
(Bol4o) P (Ay) 0.86 ’
P(Ao|By) P(B) 0.1-0.05 . 5
P (Bi]4o) = = = 5.8140- 10
(Bil4o) P (Ay) 0.86 ’
_ P(A4|By) P(By) _ 0.1-0.95 .
P (Bo|A1) = P (AL) = —oqi =~ 067857,
P(A|By) P(B;) 0.9-0.05 .
— = = . 14 .
P (B1|Ay) P A 011 0.32143

Zaver: Je-li vystup 1, pak v pripadé (b) je stejné pravdépodobné, Ze vstup je 0 nebo 1; v pripadé
(c) je dokonce pravdépodobnéjsi, Ze vstup je 0 (takzZe bayesovské rozhodovdni vede k zdvéru, Ze
na vstupu jsou samé nuly). [

Priklad 23. E|A Rodina md dvé déti, starsi je dcera. Jakd je pravdépodobnost, Ze maji dvé
dcery?
B. Rodina md dvé déti, (asponi) jedno z nich je dcera. Jakd je pravdépodobnost, Ze maji dvé
deery?

2Dle David Grudl: Mozek se vzpouzi uvéfit. http://www.latrine.cz/ 5.6.2008. Jako autofi jsou uvedeni Pixy
a Arthur.



Reseni. A. Jde o pravdépodobnost, Ze mladsi z déti je dcera, coZ nastdvd s pravdépodobnosti
q blizkou 1/2, presnéji asi 0.52. (Predpokldddme, Ze pohlavi déti jsou nezdvisld, coZ je priblizné
sprduvné.)

B. Pozor, nejde o stejnou idlohu jako A! Pokud pro jednoduchost predpokldddme ¢ = 1/2,
pak predpoklad J, Ze rodina md asponi 1 dceru, je splnén s pravdépodobnosti P(J) =1 — (1 —
q)? = 3/4, ale to, ze md 2 dcery, je podjev D C J s pravdépodobnosti P(D) = ¢* = 1/4 =
P(D A J). Podminénd pravdépodobnost je

P(DANJ) P(D) 1/4 1

POV = =5y =B ~ 34" 3"

Obecnéji pro pravdépodobnost narozeni divky q

2

_ q
pro g = 0.52
s .

8 Nahodné velic¢iny

Piiklad 24 (rodiny s jednim chlapcem). V zemi je rodindm povoleno mit pouze jednoho chlapce
a viechny rodiny usiluji o to, aby ho mély. Jaky je podil divek? (Pro jednoduchost zanedbdvdame
umrtnost a vicecetné porody a predpokliddme, Ze pravdépodobnost narozeni chlapce i divky je
stejnd.)

Reseni. Mize se stdt, Ze rodina md samé divky a na chlapce dosud éekd. Prozatim to ignorujme
a wvazujme rodiny, které magji chlapce (jako poslednd dité).

Pocet divek v ndhodné vybrané rodiné z tohoto souboru je nahodnd velicina X, jejiz hodnoty
jsou nezdpornd celd éisla.

S pravdépodobnosti 1/2 se narodil chlapec jako proni dité a X = 0.

S pravdépodobnosti 1/4 se narodil chlapec jako druhé dité a X = 1.

S pravdépodobnosti 1/8 se narodil chlapec jako treti dité a X = 2.

Prumeérny pocet divek na jednoho chlapce je ddn stiedni hodnotou
(o) o0
EX =) nP[X=n]=) n2"""=1.
n=0 n=0

Alternativa: Lze Tici, Ze

1/2 chlapci md nejstarsi sestru,
1/4 chlapci md druhou sestru,
1/8 chlapci md treti sestru,

celkem -
Z 27(n+1) =1.
n=0

Alternativa: Podle predpokladu se rodi stejné chlapcu jako divek, to vede piimo ke sprdvnému
2Aveéru.



Problém: Zanedbdvali jsme rodiny, ve kterych neni chlapec. Ten se narodi skoro jisteé, tj.
Je to jen problém definice pocédtku a konce pokusu, s rostouci délkou pokusu jeho vliv klesd
k nule.

Problém: Viiv by neklesal k nule, kdyby dochdzelo k velkému populaénimu ristu nebo poklesu.

Podminky dlohy vylucugi velky ndrust, nikoli vsak velky pokles. O

9 Smés nahodnych veli¢in

Priklad 25. Mdme 2 hraci kostky, na jedné padaji pouze lichd ¢isla 1,3,5, na druhé pouze
sudd, 2,4,6, viechna se stejnou pravdépodobnosti 1/3. Najdéte rozdéleni a stiedni hodnotu
vysledku ndsledugicich pokusi:

(a) hodime obéma kostkami a vezmeme aritmeticky priumér obou éisel,

(b) ndhodné (s pravdépodobnosti 1/2) vybereme jednu kostku a tou hodime.

Reseni. (a) Rozlisime 9 stejné pravdépodobngjch moznosti, vedoucich k ndsledugjicim vijsledkim.:
1 3 5
2115 25 35
4125 35 45
6|35 45 55
Mozné vysledky a jejich pravdépodobnosti:
1.5 | 25| 35| 45| 55
1/912/913/91(2/9|1/9
Stredni hodnota je

1 2 3 2 1
§1.5+§2.5+§3.5+§4.5+§5.5—3.5.

(b) S pravdépodobnosti 1/2 urcéuje vysledek pruni kostka, se stejnou pravdépodobnosti druhd;
dostdvdame 6 stejné pravdépodobnych vijsledki, rozdélend je stejné jako u normdini hract kostky.
1 3 5
2 4 6

Stredni hodnota je stejnd,

(1+2+3+4+5+6)=35.

[N

O

Priiklad 26. V urné je 15 hracich kostek, z toho 10 sprdvngch, na nichz padaji vSechna cisla
se stejnou pravdépodobnosti, a 5 vadnijch, na nichz padd Sestka s pravdépodobnosti 1/2, ostatni
¢isla s pravdépodobnosti 1/10. Ndhodné vybereme jednu kostku a hodime; jakd je pravdépodob-
nost moznyjch vysledku?

Reseni. Oznacme ndhodné veliciny:
U vysledek na sprdvné kostce,
V' wysledek na vadné kostce,



X wvysledek celého pokusu (smés nahodnych velicin U,V s koeficientem ¢ = 10/15 = 2/3).

2 1
PIX=t]=3PU=1+3PlV=1
21 11 13
PX=1=-+4+-—=—
[ [=35%310 "%
21 11 5
PX: = - — _—_— = —
X =0=35+33" 1%
t 1 2 3 1 5 6

PlU=4]| 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
PV =4 | 1/10 1/10 1/10 1/10 1/10 1/2
P[X =1] | 13/90 13/90 13/90 13/90 13/90 5/18

10 Druhy nahodnych veli¢in

10.1 Diskrétni ndhodné velic¢iny
10.2 Spojité nahodné veliciny
10.3 Nahodné veli¢iny se smiSenym rozdélenim

Piiklad 27. Ndhodnd veli¢ina X md distribucni funkci

0 pro t<0
o (f) — 1*124-% pro 0<t<1/2
x(t) = 11 4(1—t)?
1 pro t>1

Vyjadrete ji jako smés nahodnych velicin U,V , z nichz U je diskrétni a V spojitd; popiste a
zndzornéte jejich rozdélend.

Reseni. Nespojitosti distribuéni funkce jsou v bodech 0, 1/2,1,

1
Fx(0) = Fx(0-) = Fx(1) - Fx(1-) = .,
1

Fx(1/2) — Fx(1/2—) = =)
prot <0,
pro0 <t <%,
pro 3 <t <1,
prot>1,

cFy(t) =

e

b

Ll =

¢=fp Folt) =

prot <0,

pro 0 <t < %,
1

pro 5 <t <1,

prot>1,

prot € {0,1},

prot = %,

Jinde.

Fy(t) =

pu(t) =

Ol = njwn— O



0 pro t<0
4

t2
= pro 0<t<1/2
1—c)Fy(t)=Fx(t)—cFy(t) = 3 2
IR =0 R0 =) T a0
3 pro t>1
0 pro 1<0
212 pro 0<t<1/2
Fy(t) = -
v(®) 1-2(1—¢t)7 pro 1/2<t<1
1 pro t>1
4t pro 0 <t <1/2,
fr@®) =< 4(1—-1t) prol/2<t<1,

0 Jinak.
O

Piiklad 28. Ndhodnd wvelicina X md alternationi rozdéleni (s hodnotami 0,1),
P[X = 1] = 2/3. Ndhodnd velicina Y md spojité rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,2).
Popiste rozdélent jejich smési Z = Mixg/3(X,Y).

Reseni.
0 prot<O,
Fx(t)=< % pro0<t<l,
1 prot>1,
0 prot<O,
Fy(t)=<¢ & pro0<t<2,
1 prot>2,
0 prot <0,
2 1 241 pro0<t<l,
FZ(t)_gFX(t)+§FY(t)_ §+§ pro 1 <t <2,
1 prot > 2,
O
Piiklad 29. Ndhodnd velicina X md distribuéni funkci
prot <0,

Fx(t) =

exp(—2t) pro0<t<2,
exp(—2t) prot>2.

oo O

UL

Vyjadrete jeji rozdélent jako smés diskrétniho a spojitého rozdélend.

Reseni. X = Mix.(U,V), U diskrétni, V spojitd.
Nespojitosti distribucni funkce jsou v bodech 0, 2, obé stejné velikosti

Fx(0) = Fx(0=) = Fx(2) — Fx(2—) = é ,



0 prot<0,
cFy(t) = % pro 0 <t <2,
5 prot =2,

€= tlgroloFU(t) BER

0 prot<O,
Fy(t)y=4 & pro0<t<2,
1 prot>2,
1
_ [ 5 prote{0,2},
pu(t) { 0 ginde.
0 prot <0,
(1—c¢)Fy(t) = Fx(t) —cFy(t) = % - % exp(—2t) pro0<t <2,
g —gexp(=2t) prot>2,

0 prot <0,
1—exp(—2t) prot>0,

_J 0 prot <0,
fv(t) = { 2 exp(—2t) prot>0.

11 Nezavislost nahodnych veli¢in

12 Operace s nahodnymi veli¢inami

Priklad 30. Ndhodnd veli¢ina md spojité rovnomérné rozdéleni na intervalu (—3,5). Zobrazte

ji funkci
-1 prozxz < -2,

h(z) =< x/2 prox e (-2,2),
1 pro x > 2,

vysledné rozdéleni popiste a zndzornéte.

Reseni. Vistup —1 odpovidd vstupu v intervalu (—3,—2), a md tedy pravdépodobnost 1/8,
P[h(X) = —1] = 1/8. Vystup 1 odpovidd vstupu v intervalu (2,5), a md tedy pravdépodobnost
3/8, Plh(X) = 1] = 3/8. Zbyvajici hodnoty vedou na spojité rovnomérné rozdéleni na (—1,1)
(jako slozku smési, kterd tvori rozdéleni vystupu a md vdhu 1/2), distribuéni funkce je

0 pro t< —1,
Fux)(t) =4 3/8+t/4 pro te(-1,1),
1 pro t>1.



Et) 1T

0T

s T

.2 -1 0 1 2

t

Snazsi je Tesent pres kvantilovou funkci; puvodni kvantilovd funkce qx(a) = 8a — 3 sloZend s
funkci h dd kvantilovou funkci

-1 pro  a <1/8,
qn(x)(a) = h(gx(a)) = 4a—3/2 pro a€(1/8,5/8),
1 pro a>5/8.
gl
1__
05 T
I:I 1 I : ]
0 015 ns 0rys 1
1
05T
1

O

Piiklad 31. Ndhodné veliciny X,Y jsou nezdvislé, X md spojité rovnomérné rozdéleni na



intervalu (0,1), Y md alternationd rozdélend,

[ 1/2 prote{0,1},
Py () _{ 0 jinak.

Popiste a zndzornéte rozdéleni ndhodnych veli¢in
1. X+Y,
2. Mix; /5(X,Y) (smés X aY),
3. X +EY.

Priklad 32. Ndhodné veliciny X,Y jsou nezavislé, maji spojité rovnomérné rozdélent; X na
intervalu (0,1), Y na intervalu (1,2). Popiste a zndzornéte rozdéleni ndhodngch velicin

1. X+Y,
2. Mix; /5(X,Y) (smés X aY),
3. X +EY.

Priklad 33. Ndhodnd velicina X ma distribucni funkci

Fr(t) = { 1-— %e‘x_Q pokud x > —1,

0 jinak.
Urcéete a zndzornéte rozdéleni ndhodnyjch velicin

1. X+2,

2. X/2,

3. —2X.

13 Zakladni charakteristiky nahodnych veli¢in

Priklad 34. Ndhodny vektor (X,Y) md ndsledujict parametry: EX =10, ox = 5, EY = 150,
oy = 20, o(X,Y) = 0.5 (korelace). Stanovte stredni hodnotu a rozptyl ndhodnych velicin
T=2X+4+3 U=200—-Y, V=X+Y.

Priklad 35. Nezdvislé nahodné veliciny X1, Xo,..., X, n € N maji (stejné) rovnomérné
rozdéleni na intervalu (—a,2a), a € (0,00). Urcete stiedni hodnotu a rozptyl ndhodné velic¢iny
5 n
Y=—- 2 X;.
=

Piiklad 36. V pisemce jsou 2 ruzné obtizné otdzky, studenti z mich v pruméru ziskaji p; X
celkovy pocet bodu za otdzku, p; € (0,1), i = 1,2. Nabizeji se tri bodovact systémy:

1. vsechny otdzky maji stejng pocet bodi,

2. pocet bodu za i-tou otdzku je umérny 1 — p;.



3. pocet bodi za i-tou otdzku je neprimo umérny p;.

(Celkovy pocet bodi je ve véech pripadech stejny.) Pri kterém systému ziskaji studenti v primeéru
vice bodi?

Priiklad 37. Ndhodnd velicina U md hustotu danou grafem. Urcete a zndzornéte hustoty a
distribucnd funkce ndhodngch velicin (a) U — 1, (b) —2U, (c) expU.

y

Priklad 38. Ndhodnd velicina X mda distribucni funkci

0 pro t<0
14842¢ pro 0<t<1/2
Fx(t) = 11*"1722(14) pro 1/2<t<1
%1 pro 1<t<?2
1 pro t>2
Najdéte jeji stredni hodnotu.
Reseni. Integraci kvantilové funkce vyjde 0.5+ 1/12 = 0.583 33. O

14 Na&ahodné vektory (vicerozmérné nidhodné veliciny)

Priklad 39. Dvojrozmérny ndhodny vektor (X,Y") md pravdépodobnosti hodnot dané tabulkou:

X
v 12
0 1/3 1/3
1 0 1/3

Vypoctete korelaci ndahodngjch velic¢in X,Y .

Reseni. EX =3 FEY =1 DX=DY =2 E(XY)=

2
3

Wl

E(XY)-EXEY 1

X.Y)= .
o(X,Y) P~ 5

O

Priklad 40. Ndhodny vektor md rovnomérné rozdéleni na trojihelniku s vrcholy (0,0), (1,0),
(1,1). Popiste a zndzornéte distribucni funkce jeho slozek (margindlni rozdélent).



Reseni. 1. postup: Margindini hustoty jsou

2t pro0 <t <,
Fx () = { 0 jinak,

[ 2@0—-t) pro0<t<1,
Iy (1) = { 0 jinak,

distribucni funkce dostaneme jejich integraci:

pro u < 0,
2 pro0<u<l,
pro u > 1,

FX<u>=/_" Fx (t) d =

u—u? pro0<u<l,

0
U
1
u 0 pro u < 0,
2
1 pro u > 1.

' 1
-2 -1 o 1 2

T

2. postup: Distribucni funkce je podle definice ddna pomérem obsahii ploch (vesmés se jednd
o trojuhelniky nebo lichobézniky, takZe nepotrebujeme integrovat a wvystacime s geometrii ze
zdkladni skoly); vidy je nutno délit obsahem celého daného trojihelnika, coZ je 1/2. Pro 0 <
u < 1 vychdzi

u2
Fx (u) = —2— =2,
2
l_(lfu)2
Fy(u)=2—2— =2u—u’.
2

O

Priklad 41. Ndhodné veliciny X,Y jsou nezavislé. Urcete korelaci o(U, V') nahodnijch veli¢in
U=X+Y,V=X-Y.

Pi#iklad 42. Zndme korelace ndhodnijch velicin o(X,Y) = 0.5, o(Y, Z) = 1/3/2. Miizeme néco
fici o korelaci o(X, Z) (a jeji existenci)?

15 CebysSevova nerovnost, centralni limitni véta
Priklad 43. Ryby mohou si vybrat ze 2 cest, z nichz jedna je sprdvnd (vede k potravé). Kazdd

ryba nezdvisle poznd sprdvnou cestu s pravdépodobnosti ¢ = 0.6. Jakd je pravdépodobnost, Ze
,VELSinové hlasovdni® v hejnu n ryb vybere sprdvnou cestu?



Reseni. Rozhodnuti jednotlivich ryb popisuji nezdvislé ndhodné veliciny X;, 3 =1,...,n
s alternativnim rozdélenim s parametrem q = 0.6. (Sprdvnou cestu vyhodnocujeme jako 1,
Spatnou 0.) Z vlastnosti alternativniho rozdélend

EX; =gq, DX;=q(1—gq).

Pro vijbérovy prumeér
— — 1—-
EX—g¢, Dx-21-9
n

)

jeho rozdélend pro velkd n muzeme podle centrdlni limitni véty priblizné nahradit normdlnim
rozdélenim se stejnymi parametry, tj. N (q, q(l 4 ) Odchylku stredni hodnoty od 50 %, 0.5 —

q=0.5—-0.6=—-0.1 budeme meérit smemdatnou odchylkou vybérového pruméru

o \/q(ln 9 _ \/0.6.(1”0.6) . (1}29’

pomeér % \V/n bude argumentem distribuéni funkce normovaného normdiniho rozdélend. Prav-
dépodobnost, Ze se hejno rozhodne chybné, je

P[X§O5]=FN(qq(1 q))(05—q) @<0-5—Q>£
ox

(0291 \/ﬁ> = & (—0.20408 v/n) .

Pravdépodobnost spravného rozhodnuti hejna je k ni doplikovd,

P[X >0.5] =1=Fyg a0 q>)(05q)1<1>(0'i_q> q)(q;O"r’) -
X X

) <£'419 \/ﬁ> =& (0.204y/n) .

Ciselné hodnoty pro nékolik hodnot n uddvd tabulka:
n_ | 0.204yn | P[X >05]
10 0.645 0.74

100 2.04 0.98
1000 6.45 1—-6-10"11

Piiklad 44. Ve vzorku je 1 mg uhliku, tj. asi 6-10%3 - 1073/12 = 5-10'° atomii. Z nich je
priblizné 1/10'2, tj. asi 5- 107, atomii radioaktivniho izotopu C14. Urcete symetricky 95 %-ni
intervalovy odhad poctu atomi, které se rozpadnou za 1 rok, tj. za 1/5730 polodasu rozpadu.
Co o tom 7ikd CebySevova nerovnost?

Reseni. Odhadujeme ndhodnou veli¢inu X s rozdélenim Bi (n,p), n = 5-107, p = 1 —
1/21/5730 = 1.2.10~* (=pravdépodobnost, ze se atom v daném case rozpadne),

EX = np = 6048,
DX =np (1 —p) =6047,
ox =+/np (1—p)="78.



Pri aproximaci normdlnim rozdélenim vyjdou meze EX 4 ox ®~1(0.975) = 6048 + 78 - 1.96 =
6048 + 153, interval priblizné (5895,6201), relativni chyba zhruba 153/6048 = 2.5 %.

Exaktni vijpocet z binomického rozdélend by byl pracny a vedl by k velmi podobnym visledkum.
Cebysevova nerovnost nezohlediiuje znalost rozdélend (priblizné normdini) a vede na intervalovy
odhad s toleranci € splnugici nerovnost

DX
— <0.05,
S

- [DX  ox . T8 - 240
= V005 005 +0.05 ’

meze 6048 £+ 349 = 6397, interval priblizné (5699,6397), relativni chyba zhruba 349/6048 =
5.7%. O

Piiklad 45. Zivotnost baterie md exponencidlni rozdélend se stiedni hodnotou 3 hodiny. Urcete
pravdépodobnost, Ze 100 baterii zajisti alesporn 252 hodin provozu.

Priklad 46. Na oboru md studovat 600 studentu, avSak fakulta smi stanovit pouze pocet
prijatych. Z dlouhodobé zkusenosti se ukazuje, Ze z prijatych studenti se zapise asi 2/3. Jaké
se md stanovit smérné ¢islo pro prijeti, aby pocet zapsanych byl co nejvétsi, ale aby prekrocil
600 s pravdépodobnosti nejuyse 5% ? Jaky bude prumérny pocet zapsanich studentu? Jak se
tiloha zméni pro obor, na ktery md byt prijato 60 studentii? Uved'te pouZité predpoklady.

Priklad 47. Alice nabidla Bobovi sdzku 1 : 1000, Ze nedokdzZe z 500 hodu minci aspon v 60 %
hodit lic. Bob vihd, proto Alice navic nabizi, Ze Bob md 10 pokusi (po 500 hodech) a stact,
kdyz aspoti v jednom z nich uspéje. Kurs zustavd 1 : 1000. Md Bob sdzku prijmout?

Reseni. Je-li mince requlérni a n = 500 je pocet pokusu, pak vybérovy prumeér md podle
centrdlni limitni véty rozdélent priblizné N (%, ﬁ) Pocet lict je nx vétsi, md tedy rozdélend
priblizné N (%, %) Pravdépodobnost, Ze Bob v jednom kole dosdhne o 10 % wvic nez polovinu
lici, je

1-9 (0'1”> =1-3(02vn) =1—®(4.472) =3.9x 1075.

n

Vi
Pri 10 opakovanijch pokusech se pravdépodbonost uspéchu zvysi méné nez 10X, sdzka zustdvd
pro Boba velmi nevghodnd. O

Priklad 48. Pocet X ryb, které rybdr ulovi za den, je popsdn Poissonovym rozdélenim,
)\k
px (k) = ﬁe_”\, ke{0,1,2,...},

s parametrem X\ = 3. Na ryby jde n = 100X za rok. Najdéte (co nejmensi) symetricky interval,
v némz se pocéet ulovenyjch ryb za rok nachdzi s pravdépodobnosti aspori 95 %.

Reseni. 300 +1.96-/3 - 10 = (266. 05, 333. 95) O



Cast 11
Zaklady matematické statistiky

16 Bodové odhady charakteristik rozdéleni

17 Intervalové odhady charakteristik rozdéleni

17.1 Intervalové odhady normdlniho rozdéleni N(u,o?)
17.1.1 Odhad stiedni hodnoty p#i zndmém rozptylu o?

Priiklad 49. Rozvodné zdvody doddvaly elektiinu, jejiz napéti ve voltech mélo normdlni rozdélent
N(230,25). Nyni se jim podatilo snizit rozptyl na 10. O kolik mohou zvysit stredni hodnotu pri
zachovdni horni meze, kterd je prekrocena jen s pravdépodobnosti 10742

Piiklad 50. Ostéparky Anna a Barbora maji stredni hodnoty hodiu po tadé 67 a 75 m a
smérodatné odchylky 6 a 3 m. Predpoklidejme nezdvislda normdlni rozdéleni. Odhadnéte prav-
dépodobnost, Ze pri jednom hodu hodi Anna ddl.

Reseni. Ndhodnd velicina A md rozdéleni N (67,36), B md N (75,9), A — B md
N (67 — 75,36 + 9) = N (—8,45), kladniych hodnot nabjvd s pravdépodobnosti

0(8)) ) )
1— Fn— 0)=1—-®( ——— | =1—-—P(1.1926) =1 —0.883 = 0.117.
N( 8,45)( ) < \/4T5 ( )

17.1.2 Odhad stiedni hodnoty p#i neznamém rozptylu
17.1.3 Odhad rozptylu a smérodatné odchylky

Priiklad 51. Opakovand mérend stejné koncentrace ldtky vedla k ndsledujicim vysledkum:
(0.2,0.23,0.21,0.16,0.18,0.19,0.14,0.18,0.21). Najdéte symetrické oboustranné 90 %-ni odhady
stredni hodnoty, rozptylu a smérodatné odchylky.

Reseni. Odhadujeme parametry ndhodné veliciny X z realizace rozsahu n =9, jejiz statistiky
jsou realizace vijbérového priméru & = 0.189, realizace vijbérového rozptylu s2 = 7.6 - 1074,
realizace vybérové smérodatné odchylky s, = +/s2 = 2.76 - 1072, Intervalovy odhad stredni
hodnoty:

— sl‘ -— Sflf .
<f'3 o/ Qt(n—1)(0.95), & + NG Qt(n—l)(0-95)> =
2.76 1072 2.76 - 1072
= (0189 — 202 T 4 6(0.95),0.180 + T g (0.95) ) =
3 de) 3
1.86

= (0.172,0.206) .



Intervalovy odhad rozptylu:

< (n—1)s; (n-1)s; >;
dx2(n—1) (0.95)7 dx2(n—1) (0.05)

L /8:76-107% 8- 7.6-107%\ .
- < dy2(s) (0.95) 7 gy2(s) (0.05) > -
15.51 2.73

=(39-107%,2.2-107%) .

Intervalovy odhad smérodatné odchylky (odmocnina z predchoziho):

(n—1)s2 (n—1)s2 B
qu(n—l) (095), qX2(n—1) (005)

= (V3.9-1077, V2271077 = (1.97-107%.4.7-107%) .

Vsimnéte si, Ze inervalové odhady vybérového rozptylu, resp. smérodatné odchylky nejsou sy-
metrické kolem jejich bodovijch odhadii s = 7.6 - 1074, resp. s, = 2.76 - 1072. O

18 Odhad parametru (metoda momenti, metoda maxi-
malni vérohodnosti)

18.1 Odhady diskrétnich rozdéleni

Priklad 52. Gen se vyskytuje ve 4 variantich A, B, C, D. Model predpoklddd, Ze B se vyskytuje
3% castéeji nez A a D 3x castéji nez C. Odhadnéte jejich pravdépodobnosti na zdkladé zjisténych
cetnosti v tabulce.
varianta | A | B | C | D
cetnost | 10 | 15 | 15 | 40

Piiklad 53. V urné je mnoho hracich kostek, z nichz nékteré jsou sprdvné, nékteré falesné.
Na falesnych padd Sestka s pravdépodobnosti 1/2, zbygvajici éisla maji stejnou pravdépodobnost.
Opakované jsme vytdhli kostku, hodili s ni a vrdtili ji zpét. Cetnost vysledkii uddvd tabulka:
hodnota | 1 2 3 4 5 6
cetnost | 18 20 12 15 10 25
Odhadneéte, kolik procent kostek je falesnijch.

Reseni. Podil falesnyjch kostek oznac¢me p € (0,1).

Metoda momenti:

Stredni hodnota vysledku pro spravnou kostku je 3.5, pro falesnou 4.5, pro smés s koeficientem p
vychdzi 3.5 (1 —p) +4.5p =35+ p.

Realizace vgbérového pruméru je 3.54.

Srovndnim téchto dvou hodnot vyjde odhad p = 0.04 € (0,1), coZ vyhovuje zaddnt.

Metoda maximdlni vérohodnosti:



Ve smési rozdéleni ma Sestka pravdépodobnost % (1-p) + %p = # a padla 25X, ostatni

AR 1 5-2
cisla 5 (1 —=p) + 150 = "35°

= (25) " ()

L(p)=75In(5—-2p)+25In(1+2p)—751In30 — 25 In6.

a padla 75X (neni tieba mezi nimi rozlisovat).

Mazximum nastdvd pro p takové, Ze

B ~150 50
—EA: :0
P TRl T AL
1
h= - €(0,1) .
p=,€(0.1)

O

Priklad 54. Ndhodnd velicina X je smési ndhodnijch velicin 'Y, Z, jejichz pravdépodobnostni
funkce jsou dany tabulkou:

hodnota 1 2 3 4
pY 0.4 04]01]0.1
Pz 0.1/101]|04]|04
pozorovand cetnost | 12 | 13 9 6

Posledni radek uddvd cetnosti hodnot v realizaci ndhodného vybéru s rozdélenim, které md
nahodna velicina X . Odhadnéte z nich nezndmy koeficient smési.

ResSeni. Metoda momentu:

EX =wEY + (1 -w) EZ =
=w (04-1+04-24+01-340.1-4)+
+(1—w) (01-1401-2+04-3+04-4)=
=1.9w+31(1-w)=3.1-1.2w=
12-14+13-2+9-34+6-4 89
- 124134946 2
35

= — =0.72917.
w 18 9

Vyhovuje zaddni.
Metoda mazimdlni vérohodnosti:
04w+01(1-w)=03w+0.1,01w+04(1—-w)=04-03w.

hodnota 1 2 3 4
Px 01403w | 014+03w | 04—0.3w | 0.4—0.3w
pozorovand cetnost 12 13 9 6

L(w)=(0.140.3w)"*™. (0.4 —0.3w)’° = (0.1 + 0.3w)*® (0.4 — 0.3w)"",
¢(w)=1In(L(w))=251In(0.140.3w)+151n(0.4 — 0.3w) ,

7.5 4.5
0 (w) = - -
) =017 03w 04-030
17



Priklad 55. Ndhodnd velicina mize nabyjvat hodnot 0,1, 2. Jeji rozdélent, zdvislé na parame-
trech p,q, a éetnost hodnot v realizaci wvadi tabulka:

hodnota 0o 1 2
teoretickd pravdépodobnost | p ¢ ¢°
pozorovand cetnost 2 12 6

Odhadnéte parametry p, q.

Reseni. p=1—q—¢2

Metoda momenti: px = q+ 2q¢%, mx = éﬁgﬁg =5, ux =mx.

= q1 = —5;V/265 — 1 = —1.0639 (nevyhovuje), g2 = 55v/265 — 1 = 0.56394 (vyhovuje),
p=1-q2—¢5=0.11803.

Metoda mazimdlni vérohodnosti: L(q) = 2Ilnp+ 12Ing + 6Ing? = 2In (1 —q-— q2) +241ngq,

%(Q) = %1—4 + 2% =0 = ¢ = —3(nevyhovuje), ¢ = 3 = 0.57143 (vyhovuje), p =
1—qa—q3 =355 =0.10204. O

Piiklad 56. V osudi jsou 2 druhy kostek, na pronich jsou éisla 1,...,6, na druhijch pouze
1, 3,5, u obou druhi jsou viechny mozné vysledky stejné pravdépodobné. Vytahli jsme 20 kostek
a jednou jimi hodili; éetnost vysledku uddvd tabulka. Odhadnéte, kolik z téchto kostek bylo
proniho druhu.
hodnota | 1 | 2| 3| 4|5 6
cetnost | 3| 4| 4141|283

Priklad 57. Nahodnd velicina nabyjvd viysledky 1,2,3. Tabulka uvadi jejich pravdépodobnosti
a pozorované cetnosti. Odhadnéte parametry a,b.

hodnota 1 2 3
teoretickd pravdépodobnost | a+b | a+2b | a+ 3b
cetnost 10 10 20

18.2 Odhady spojitych rozdéleni

Priklad 58. Predpokldddme, Ze ndhodnd velicina X md (po cdstech linedrni) hustotu dle

obrazku. ,

fx

Na zdkladé realizace
1. x=(-2,1,1)
2. x=(-1,1,2)

odhadnéte parametr a > 0.



Priklad 59. Predpoklidime, Ze ndhodnd velicina X md posunuté exponencidlni rozdéleni s
hustotou . ( , T)
_ ) sexp(—F) prot=>T,
fx(t) = { 0 jinak,
kde 7 > 0. Z realizace x = (2,3,8,4,10,3,5) odhadnéte parametry T, 7.

ResSeni. Metoda maximdlni vérohodnosti:

n

||, — = -—nl _,E B —nT
exp( )) nin7 ill‘z+ ni,

i=1

L(T,T):ln(

pokud T < minz; (jinak 0). To je rostouci funkce T, takze T= min z;.
1 1

|
33
I
O
I
w

V nasem pripadé T=2%
Metoda momentu:

Hx —/Rth(t)dt—/:ieXp (—tTT> dt = (—t — ) exp <_tTT>

=T+,

> t? t—T
Lx? :/t2fx(t)dt:/ — exp <—) dt =
R T T T

= (—tz —27—157272) exp (tT>

T

t=T
=T 4 27T +272 = (T+7) +72=p% +72.

K témto vysledkim lze dojit bez integrovdni, nebot X =Y + T, kde T je konstanta a Y je

ndhodnd veli¢ina s exponencidlnim rozdélenim, py = 7, 0% = 72; ux = py + 7T, 0% = 0%,

fixe = p% +o%.
V nasem pripadé

1< 1 < 227
mx=Ein=5, mx2zﬁzx?:7:32'429’
i=1 i=1

soustava rovnic

md kladné reseni 7 = @ = 2.7255, T = 2.274 5, které ovsem neodpovidd zaddni, nebot
T > 2 = 2, takze nalezeny model nepFipousti pozorovanou hodnotu x1 (ta by méla nulovou
hustotu pravdépodobnosti). ]



19 Testovani hypotéz

20 Testy stredni hodnoty a rozptylu

20.1 Testy stifedni hodnoty normalniho rozdéleni
20.1.1 Pf#i znamém rozptylu o2
20.1.2 P#i neznamém rozptylu

Priklad 60. Z 10 méreni krevniho tlaku u jednoho pacienta jsme obdrzeli vijbérovy prumeér 150
a vybérovou smérodatnou odchylku 20. Rozhodnéte na hladiné vijznamnosti 5%, zda je stredni
hodnota krevniho tlaku nejuijse 140. Za jakyjch predpokladi vysledek plati?

Piiklad 61. Voltmetr vykdzal ndsledujici ¢etnosti chyb mérend. Otestujte na hladiné vijznam-
nosti 1% hypotézu, Ze md nulovou stdlou chybu. Diskutujte pouZité predpoklady.
chyba [mV] -02 —-01 0 01 0.2 03
cetnost chyby 2 2 10 10 5 1

20.2 Testy rozptylu normalniho rozdéleni

Priklad 62. Do laboratore bylo odesldino 5 stejnych vzorku krve ke stanoveni obsahu alko-
holu. Visledky byly: 0.8, 1, 0.6, 1.4, 0.9 promile. Posud'te na hladiné vjznamnosti 5%, zda
smérodatnd odchylka mérent je nejuyse 0.1 promile. Uved'te pouZité predpoklady.

Reseni. Z vyberového rozptylu vypocitdme testovact statistiku

—1)s2 . 4-0.088
P Ul L =352,
DX 0.12
kterou porovndme s kvantilem qy2(n—1)(1 — @) = ,2(2)(0.95) = 9.49, hypotézu zamitame.
Vychdzime z predpokladu, Ze chyby jednotlivijch méreni jsou nezdvislé a maji vSechny stejné
normdini rozdélent; potom md testovaci statistika rozdeéleni x*(n — 1). O

Piiklad 63. Z 10 méreni stejného napéti ndm vysla vybérovd smérodatnd odchylka voltmetru
3mV. Posudte na hladiné vyznamnosti 5%, zda smérodatnd odchylka voltmetru je nejuijie
2mV, jak uvddi vijrobce. Uved'te pouZité predpoklady.

Reseni. Z vyjbérového rozptylu vypocitdme testovaci statistiku

~1)s2 8l
- Dsa 81 _ o495,

t =
DX 4

kterou porovndme s kvantilem qy2(n,—1)(1—a) = 16.92, hypotézu zamitdme. Vychdzime z pred-
pokladu, Ze chyby jednotlivijch méreni jsou nezdvislé a maji vsechny stejné normdini rozdélent;
potom md testovaci statistika rozdeleni x*(n — 1). O

20.3 Porovnani dvou normalnich rozdéleni

20.3.1 Test rozptyla dvou normalnich rozdéleni

Priklad 64. Jeden vzorek byl rozdélen na mnoho stejnych édsti a zaslin opakované k méreni
dvéma laboratorim. Vysledky jsou v tabulce. Posudte na hladiné vijznamnosti 5%, zda rozptyl
jejich vysledki je stejny. Uved'te pouité predpoklady.



1. laborator | 10.1 | 10.3 | 11.1 | 9.7 | 10.4 | 10.8 | 10.4
2. laborator | 9.8 | 9.6 | 11.3 | 9.3 | 10.5 | 10.7 | 10.2

20.3.2 Testy stifednich hodnot dvou normdlnich rozdéleni se zndAmym rozptylem o2

20.3.3 Testy stfednich hodnot dvou normaélnich rozdéleni se (stejnym) nezndmym
rozptylem

Priklad 65. U testovaci skupiny 20 pacientu, kterym byl poddvan Iék na snizeni krevniho tlaku,
byla namérena realizace vybérového priuméru 140 torr, realizace vijbérové smérodatné odchylky
20 torr. U srovndvaci skupiny 50 pacienti, ktergm lék nebyl poddvan, byl namérena realizace
vijbérového priméru 150 torr, realizace vijbérové smérodatné odchylky 15 torr. Posudte, zda je
tim prokdzdna ucinnost léku na hladiné vijznamnosti 1%. Uved'te pouZité predpoklady.

Reseni. 7 = 140, s, = 20, m = 20,
j =150, s, = 15, n = 50,

12 2 12 g 2
Hj:s3 = sy, Hi: sy # sy

=N

% = % = 1.778 porovndme s

1 1
qr(49,19)(0.995)  2.96

qF(19,4g) (0995) = 247, qF(19749) (0005) = = 0338,

hypotézu o rovnosti rozptyli nezamitdme

m—1)s2+(n—1) s
52:( ) 82+ ( )yi273.9, s =1/273.9 = 16.55,
m-+n—2

Hy:z2>19, H :z<y

—-10

T—y .
sy/L+1 1655,/ L+ &

porovndme s Gyes)(0.01) = —qy(68)(0.99) = —2.38 a hypotézu, Ze lék nesnizuge krevni tlak, ne-
zamitdme na na hladiné vijznamnosti 1%. (Mohli bychom ji zamitnout na hladiné vjznamnosti
5%, pro tu je qy(68)(0.05) = —qy68)(0.95) = —1.66.)

Predpoklady: normdlni rozdéleni (stejné uvniti kazdého souboru), nezdvislost, stejné rozptyly.

O

t= = —2.284

Piiklad 66. Stejnou velicinu jsme meérili dvéma metodami, kaZdou 10x. Vysledky shrnuje
ndsledujici tabulka.
vgbérovy prumér | vybérovd smérodatnd odchylka
1. metoda 20 3
2. metoda 21 5
Posud’te na hladiné vjznamnosti 5%, zda lze povaZovat obé metody za stejné presné a jejich
stredni hodnoty za stejné. Diskutujte pouZité predpoklady.

Piiklad 67. V retézcich A a B jsme koupili 11 balicku cukru a jejich zvdZenim jsme dospéli
k témto hodnotdm:

A B
vybérovy prumér 0.951 kg | 0.912 kg
vybérovy rozptyl 0.021 kg? | 0.067 kg?
vybérova smérodatnd odchylka | 0.144 kg | 0.258 kg



Je mo#né na zdkladé téchto dat zamitnout na hladiné vyznammnosti 5% hypotézu, Ze stredni
hodnoty hmotnosti balickiu cukru v téchto dvou rTetezcich jsou stejné?

20.4 Testy strednich hodnot dvou normalnich rozdéleni — parovy po-
kus

20.4.1 Pro znimy rozptyl o2
20.4.2 Pro neznamy rozptyl

Piiklad 68. U dvou benzinoviyjch stanic byly vidy v tutéz dobu sledovdny ceny benzinu, vysledky
jsou v tabulce:

X | 32.50 32.20 31.30 30.60 29.20 27.60 27.20 26.90 2590 2590 23.90 2
Y | 3270 3230 31.50 30.60 29.30 27.70 27.40 26.70 26.50 25.50 24.90 2

Posud’te na hladiné vijznamnosti 5% hypotézu, Ze benzin u stanice X neni levné&jsi. Uved'te
pouzité predpoklady.

Reseni. Rozdily cen jsou
§=(-02,-0.1,-0.2,0,-0.1,-0.1,-0.2,0.2,-0.6,0.4, -1,0.4),
n =12, § = —0.125, s? = 0.153, s5 = 0.391,

)
t=—+/n=-1.107,
S5
porovndme s kvantilem qy(11)(0.05) = —q4(11)(0.95) = —1.80 a nulovou hypotézu nezamitime.
Predpoklady pro parovy pokus: stiedni hodnoty ndhodnyjch veli¢in v obou vybérech kolisaji stejné,
odchylky od nich maji normdini rozdélent a jsou nezdvislé. O

21 y’-test dobré shody

Piiklad 69. Realizaci nahodného viybéru jsme dostali nasledujici ¢etnosti hodnot:
hodnota 01 2 3 4 5
pozorovand cetnost | 2 7 15 12 3 1

Posud’te na hladiné vijiznamnosti 5% hypotézu, Ze vijbér pochdzi z binomického rozdéleni Bi (5, p),

kde p nezname.

Reseni. Odhad p metodou momenti: EX = 5p = & = 2.25, p = 0.45. Stejny vysledek ddvd
1 metoda mazrimdlni vérohodnosti, viz Navara, M.: Pravdépodobnost a matematickd statistika.
Skriptum FEL CVUT, Praha, 2007, str. 180.
hodnota k 0 1 2 3 4 5
pozorovand cetnost 2 7 15 12 3 1
teoretickd cetnost () p¥ (1 —p)° " | 2.013 8236 13.476 11.026 4.511 0.738
Pro k € {0,5} vychdzi teoretickd céetnost prilis mald, musime sdruZit tridy:

hodnota k 0—-1 2 3 4-5
pozorovand cetnost 9 15 12 4
teoretickd cetnost 10.2487 13.476375 11.026125 5.2488
prispévek ke kritériu | 0.152141412 0.172259464 0.086016848 0.297115806

Hodnota kritéria je 0.70753353, porovndme s kvantilem qy2(2)(0.95) = 5.99 a hypotézu ne-
zamitdme. O



Priklad 70. Sportovec 25x prohrdl (0 bodi), 118x remizoval (1 bod) a 123x wyhrdl (2 body).
Posud’te na hladiné vjznamnosti 5%, zda tato data vyhovuji binomickému rozdéleni Bi(2, q),
kde q € (0,1) je nezndmy parametr.

Piiklad 71. Tabulka uvddi, kolik z respondentu odpovédélo v prizkumu na otdzku kladné, v
zdvislosti na vzdéldni. Mdme divod se domnivat, Ze odpovéd zdvisi na vzdéldni?

ukoncené vzdélani | pocet respondenti | pocet kladngch odpovédi
Zddné 5 1
zdkladni 195 10
stredni 450 14
vy$si stredni 150 10
vysokoskolské 200 15
celkem 1000 50

Piiklad 72. Posudte na hladiné vjznamnosti 5%, zda data v tabulce odpovidaji ndsledujicimu
pravdépodobnostnimu modelu: Kazdy rok je prijimdn stejny pocet studenti (1200), z kazdého
rocniku do dalsiho postoupi 80 %, ostatnd fakultu opusti.
rocénik 1 2 3 4 5
pocet studentu | 1200 860 650 530 450

21.1 y2-test dobré shody dvou rozdéleni

21.2 y2-test nezavislosti dvou rozdéleni

22 Korelace, jeji odhad a testovani

22.1 Test nekorelovanosti dvou vybéri z normalnich rozdéleni
23 Neparametrické testy

23.1 Znaménkovy test
23.2 Wilcoxonuv test (jednovybérovy)

Cast I1I
Pfﬂohy
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Priklad 73. Vysvétlete rozdily mezi ndsledujicimi pojmy: (a) stiedni hodnota, (b) vybérovy
pramér, (c) realizace vybérového primeéru.

Reseni. Stredni hodnota nemusi existovat. Pokud existuje, je to cislo, které ndm mize zistat
utajeno; projevuje se pouze zprostiedkované v realizacich ndahodné veliciny a je limitou nékterych
odhadu. Vibérovy prumér je ndhodnd veli¢ina vypocitand z ndhodného vijbéru, na rozdil od
stredni hodnoty vidy existuje (pro numerické ndhodné veliciny). Pokud puvodni rozdéleni md



rozptyl, je vybérovy prumér nestranngm konzistentnim odhadem stiedni hodnoty, takze k ni v
jistém smyslu konverguje pro rozsah vybéru jdoucti do nekonecéna. Realizace vijbérového primeéru
je cislo ziskané z realizace ndhodného vijbéru, slouzici k (realizaci) odhadu nezndmé stredni
hodnoty. O

Priiklad 74. K dspésnému absolvovdni zkousky je potieba nadpoloviéni pocet bodi z pisemky.
Kazdy priklad je hodnocen 0,1, nebo 2 body a student odhadl, Ze viechna bodovd hodnocent jsou
stejné pravdépodobnd a nezdvisld na vysledcich v ostatnich prikladech. Kdy md vétsi sanci na
uspéch, pokud bude mit zkouska 2 priklady, nebo 39

Priklad 75. Najdéte priklad nezdporné ndhodné veliciny, kterd md stiedni hodnotu 1 a smé-
rodatnou odchylku 10, nebo dokazte, Ze takovd ndhodnd velidina neexistuje.

Piiklad 76. Semena maji klicivost p € (0,1). Jaky je optimdini pocdet n semen v jamce, aby
byla co nejuyssi pravdépodobnost, Ze vyklici pravé jedno? Reste obecné a pro p = 1/3.

Priklad 77. Ndhodnd velicina X md binomické rozdéleni Bi(2, 3), ndhodnd veli¢ina Y md
spojité rovnomeérné rozdéleni R(0,1). Popiste a zndroznéte rozdélend ndhodnyjch veli¢in

1. Y +EX,
X - EY,
—2X,
-2V,

Sro o

MiX1/3 ()(7 Y)
Priklad 78. Ndhodnd velicina X mda distribucni funkci

] 0 prot <0,
Fx(t) = { 1—exp(—2t) prot>0.

Popiste rozdeéleni nahodné veli¢iny Y =2 — 2 X a stanovte jeji stredni hodnotu a rozptyl.

Reseni. Jednd se o exponencidlni rozdéleni s parametrem 7 = 1/2, EX = 7 = 1/2, DX =
2
T =1/4,

v _J o prot <0,
fx(t) = Fx(t) = { 2 exp(—2t) prot >0,

_ 1
ax(@) = F'(a) = — In(1 - a).
Zmena znaménka:

exp(2t rot <0,
F_X(t)zl—FX(—t):{Op( ) imt>0

Jox() = fx (1) :{ ooy oot

¢—x(a) = —gx(1—a) = % In(e) .



Linedrni zobrazend (nyni jiz ndsobime —X kladngm cislem 2):
gy (@) =24+ 2q_x(a) =2+ In(a),

_ t exp(t —2) prot <2,
FY(LL):(IYl(a):FX<2_1>:{0 ( ) prot > 2

v | exp(t—2) prot<2,
Fr(t) = Fy(t) = { 0 prot > 2.

EY =2—-2EX =1,
DY =22DX =1.
O

Piiklad 79. Ndhodnd velicina X md alternativni rozdélent; mabyvd hodnot 0,1 s pravdé-
podobnosti 1/2. Ndhodnd veli¢ina Y md rovnomérné rozdéleni na intervalu (0,1). Urcete a
zndzornéte rozdéleni ndhodngjch velicin (a) 2Y + 1, (b) Mixy/3 (Y, X), (¢) X +Y (ndvod: X
je smési dvou konstatnich ndhodngch velicin).

Priklad 80. Ndhodnd velicina X md hustotu

_J cu proue(0,1),
Jx (u) = { 0  jinak,

kde ¢ € R. Vypoctéte stiedni hodnotu, uréete a zndzornéte distribucni funkce velicin —X a X?2.

Piiklad 81. Nezdvislé ndhodné veliciny X,Y, Z maji po Fadé rozdéleni N(2,3), N(0,1), N(0,1).
Urcete

1. rozdeéleni ndahodné veliciny X +Y,
2. stredni hodnotu smési nahodnyjch velicin Mix, j2(X,Y),
3. rozdéleni ndhodné veliciny Y2 + Z2.

Priklad 82. Nezaqvislé ndhodné veliciny X,Y, Z maji po fadé rozdéleni N(2,3), N(5,1), N(0,1).
Urcete

1. rozdéleni ndhodné veliciny X — Y,
2. stredni hodnotu ndhodné veliciny X - Y,
3. rozdéleni ndhodné veliciny Z2.

Piiklad 83. Spojitd nahodnd velicina je frekvence v Hz. Jaky fyzikdlni rozmér md jeji roz-
ptyl, smeérodatnd odchylka, medidn, ddle argumenty a vysledky distribucni a kvantilové funkce
a hustoty?

Reseni. Rozptyl Hz?, smérodatnd odchylka i medidn Hz, distribucni funkce Hz — 1, kvantilovd
funkce 1 — Hz, hustota Hz — Hz ™! = s. O



Priklad 84. Styka¢ md byt zapnut 8 hodin denné. Ma-li byt vypnuty, je s pravdépodobnosti
10% zapnuty, md-li byt zapnuty, je s pravdépodobnosti 5% vypnuty. (a) S jakou pravdépo-
dobnosti nepracuje spravné? Jakd bude tato pravdépodobnost, pokud pouZijeme dva nezdvislé
stykace a spojime je (b) sériové, (c) paralelné?

Priklad 85. Predpoklddejme, Ze politickd strana md volebni preference 3%. Jakd je pravdépo-
dobnost, Ze v pruzkumu odhad jejich preferenci dosdhne asponi 5%, je-li rozsah vgbéru (a) 500,
(b) 10007

Priklad 86. Na stejném misté mérime teplotu dvéma mezdvislymi teploméry se smérodat-
nymi odchylkami 2°C. Ukazuji 3°C, resp. 2.5°C. Jaké je riziko, Ze mrzne? Uved'te pouZité
predpoklady.

Reseni. Aritmeticky primér obou tddaji je 2.75°C se smérodatnou odchylkou v/2°C,

—2.
) (75> =1—®(1.94454) =1 —0.974 = 0.026 .
V2

O

Piiklad 87. Ndhodnd velicina X je pocet déti ve skolnim véku v jedné rodiné. Predpokladdame,
Ze md Poissonovo rozdéleni s parametrem A = 0.8, tj.

k

A
px(k):ﬁe*, ke{0,1,2,...},

EX =), DX=)\.

Ve mésté bydlin = 10000 rodin. Jaky pocet mist ve skoldch bude postacovat s pravdépodobnos-
ti aspori 95 % ? (Predpokldddme, Ze vechny déti chodi do skoly v obci, ve které bydli.) Uved'te
pouZité predpoklady.

Reseni. 1. postup: PouZijeme centrdlnt limitni vétu; pocet déti md priblizné normdini rozdeéleni N
N(8000,8000). Vysledkem je kvantil

AN Ay (0.95) = n A + VR A @™ (0.95) = 8000 + v/8000 1.645 = 8147.13.

Zaokrouhlime nahoru; potrebujeme aspon 8148 mist.

2. postup: Soucet nezavislych Poissonovych rozdéleni md Poissonovo rozdélent, zde s parame-
trem m A = 8000. Pro intervalovy odhad je nahradime normdinim rozdélenim N(8000,8000),
dalst postup je stejny.

Predpoklddame nezdvislost poctu déti v jednotlivijch rodindch. Fxistence rozptylu je zarucena
predpoklady. Ddle povazZujeme pocet rodin za dostateéné velky na to, abychom mohli zanedbat
chybu v ndhradé vysledného (Poissonova) rozdéleni normdinim. O

Piiklad 88. Za pruni dcast na zkousce se plati 30 EUR, za kaZdy opravny pokus 2X vice nez
za predesly. Student md v kaZdém pokusu pravdépodobnost uspéchu p. Na kolik ho v priméru
zkouska prijde (v zavislosti na p)?

Reseni. Pokus je popsdn binomickym rozdélenim Bi(n,p), maximalizujeme hodnotu

Mp'(L—p)" t=np1-p)" "



v zavislosti na n. V redlném oboru vychdzi

1
T T hm(pt 1)

Funkce je unimoddlni (do mazima rostouct, pak klesajici), takze optimum v oboru celyjch éisel
nastdvd pro jedno ze dvou celjch éisel, kterd jsou nejbliZe této hodnoté. Pro p = 1/3, n =

—r = 2.4663

3

n=20

np(1—p)" ' =0

n=1
n—1

np(1-p)" " =3

n=2 )

np(1-p)"" =3

n=3 )

np (L—p)"" =3

n=4
n—1 _ 32

np(l—p = 2=

I) ( ) n—lsf n—1 n—1 _ o

onp (L=p)" =p(l-p)" " +np(n(l—p)(1—p)" =0, resent:

C if p=20
{*m}UC\{O} if p=1 O

—m} if p#O0Ap#1

Piiklad 89. Posudte, ktery z pravdépodobnostnich modeli v tabulce nejlépe odpovidd pozoro-
vanym cetnostem zndmek:
zndmka 1 2 3 4
pravdépodobnost dle modelu A | 1/4 | 1/4 | 1/4 | 1/4
pravdépodobnost dle modelu B | 1/6 | 1/6 | 1/3 | 1/3
pravdépodobnost dle modelu C | 1/8 | 1/8 | 1/4 | 1/2
cetnost 20 | 27 | 70 | 99

Piiklad 90. Jaké jsou vztahy mezi nezdvislosti a nekorelovanosti ndhodnyjch velicin? Uved'te
jeden priklad u kaZdé kombinace téchto vlastnosti, kterd muze nastat.

Reseni. Nezdvislé ndhodné veliciny jsou nekorelované, piikladi je mnoho. Piiklady ostatnich
pripadi:

Zavislé a korelované: X =Y libovolné kromé konstatnich.

Zavislé a nekorelované: (X,Y) nabyvd hodnot (—2,-1),(-1,1),(1,1),(2,—1) s pravdépodob-
nostmi 1/4. Pak EX =EY =E(XY) =0,

PIX=2Y=1=0#£P[X=2] . PlY =1] =

O

Priklad 91. Po 2/3 dnd neprsi. V ostatni dny md srdzkovy dhrn v mm priblizné logaritmic-
konormdini rozdéleni LN(0,2.5), tj. rozdéleni nahodné veliciny tvaru X = exp(Y), kde Y md
rozdélent N(0,2.5). Jeji hustota je

fx(u) = 15 exp (—%) pro u >0,
X = u ™
0 jinak.




Odhadnéte, jak velky denni ihrn srazek je prekrocen 1x za 100 let.

2

Piiklad 92. Na desce jsou kruhové kapky. Jejich plosny obsah v mm? md rozdéleni x> s 1

stupném volnosti. Jaké je rozdéleni a medidn jejich obvodu?

Priklad 93. Pokud generdtor ndhodngch cisel je nedokonaly (ddvd nékteré visledky s vyssi
pravdépodobnosti nez jiné), typickym technickym tesenim je zpétnd vazba, kterd to kompenzuje.
Posud’te moznost uplatnéni tohoto principu.

Reseni. Takovy generdtor by nebyl dobry, jeho vysledky by byly zdvislé. Pokud napt. ndhodou
vyjdou 3 stejné vysledky za sebou, md byt pravdépodobnost opakovdni téhoZ vysledku v dalsim
pokusu stdle stejnd, ale zde by se sniZila. [

Priklad 94. Podminka nekorelovanosti nahodnych veli¢in je tvaru rovnosti dvou redlngjch éisel,
coz, jak zndmo, je velmi neobvykly pripad. Co z toho vyplyvda pro nekorelovanost nahodnych
velicin?

Reseni. Pokud jsou ndhodné veliciny zdvislé, je pravdépodobnost, Ze vyjdou nekorelované,
velmi mald (typicky nulovd); nemiuzeme to viak vyhodnotit, takZe nanejuys miZeme vyvrdtit
hypotézu, Ze jsou nekorelované.

Pokud jsou viak nezdvislé (coZ neni tak neobuyklé), pak nekorelovanost vychdzi z podstaty
pokusu a plati presné.

Dusledkem je, Ze dostatecné presny (rozsdhly) test na nekorelovanost odhali zdvislost néhodngch
veli¢in s vysokou pravdépodobnosti, ackoli jistotu neddvd ani teoreticky presnd nekorelovanost.

O

Piiklad 95. Profesor chodi na predndsky s malym zpoZdénim. Zjistil, Ze studenti chtéji statis-
ticky vyhodnotit toto zpoZdéni. Napadl ho trik: na posledni predndsku prijde hodné pozdé, ¢imz
20yST rozptyl a zpozdéni nevyjde statisticky vyznamné. Md tato strategie nadéji na uspéch?
Zduvodnéte. Jaké testy mohou studenti zvolit pro svoji hypotézu?
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