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3.2.1 Podmı́něná nezávislost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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4.4 Obecněǰśı náhodné veličiny . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1
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5.3 Výběrový pr̊uměr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
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5.7 Histogram a empirické rozděleńı . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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6.8 Neparametrické testy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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1 O čem to je?

1A. Jak vysoká by měla být pojistka auta proti krádeži (bez marže), je-li jeho cena 1 000 000 Kč
a riziko ukradeńı během pojistného obdob́ı 0.001?
1 000 000 · 0.001 = 1 000 Kč
1B. Jak vysoká by měla být pojistka auta pro př́ıpad havárie, při ńıž může být škoda r̊uzně
velká?
⇒ TEORIE PRAVDĚPODOBNOSTI

2. Jak odhadnout pravděpodobnost krádeže auta nebo středńı škodu při havárii a jak přesný
bude odhad?
⇒ STATISTIKA
3. Jak označovat auta a jejich d́ıly, abychom je jednoznačně určili?
⇒ TEORIE INFORMACE A KÓDOVÁNÍ
Určitě ne jako v rozvrhu na FEL: Cvičeńı AD0B01PSI bude v učebně KN:E-24.

1.1 Teorie pravděpodobnosti

je nástroj pro účelné rozhodováńı v systémech, kde budoućı pravdivost jev̊u záviśı na okol-
nostech, které zcela neznáme.
Poskytuje model takových systémů a kvantifikaci výsledk̊u.
Pravděpodobnostńı popis ⇒ chováńı systému

1.2 Statistika

je nástroj pro hledáńı a ověřováńı pravděpodobnostńıho popisu reálných systémů na základě
jejich pozorováńı.
Chováńı systému ⇒ pravděpodobnostńı popis
Poskytuje daleko v́ıc: nástroj pro zkoumáńı světa, pro hledáńı a ověřováńı závislost́ı, které
nejsou zjevné.

2 Základńı pojmy teorie pravděpodobnosti

2.1 Laplaceova (klasická) definice pravděpodobnosti

Předpoklad: Náhodný pokus s n ∈ N r̊uznými, vzájemně se vylučuj́ıćımi výsledky, které jsou
stejně možné.
Pravděpodobnost jevu, který nastává právě při k z těchto výsledk̊u, je k/n.
1. problém:

”
stejně možné“=

”
stejně pravděpodobné,“ ale co to znamená? (definice kruhem!)

Elementárńı jevy jsou všechny
”
stejně možné“ výsledky.

Množina všech elementárńıch jev̊u: Ω
Jev: A ⊆ Ω

Úmluva. Jevy budeme ztotožňovat s př́ıslušnými množinami elementárńıch jev̊u a použ́ıvat
pro ně množinové operace (mı́sto výrokových).
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2.1.1 Základńı pojmy

Jev jistý: Ω, 1
Jev nemožný: ∅, 0
Konjunkce jev̊u (

”
and“): A ∩B

Disjunkce jev̊u (
”
or“): A ∪B

Jev opačný k A: A = Ω \A
A⇒ B: A ⊆ B
Jevy neslučitelné (=vzájemně se vylučuj́ıćı): A1, . . . , An :

⋂
i≤n

Ai = ∅

Jevy po dvou neslučitelné: A1, . . . , An : ∀i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j : Ai ∩Aj = ∅
Jevové pole: všechny jevy pozorovatelné v náhodném pokusu, zde exp Ω (=množina všech
podmnožin množiny Ω)

2.1.2 Pravděpodobnost

jevu A:

P (A) =
|A|
|Ω|

,

kde | . | znač́ı počet prvk̊u množiny

2.1.3 Náhodná veličina

je libovolná funkce X : Ω→ R
Středńı hodnota:

EX =
1

n

∑
ω∈Ω

X (ω) ,

kde n = |Ω|.
Př́ıklad: Elementárńı jevy jsou možné výsledky hry, náhodná veličina je výše výhry.
Středńı hodnota je spravedlivá cena za účast ve hře.

2.2 Vlastnosti pravděpodobnosti

P (A) ∈ 〈0, 1〉
P (0) = 0, P (1) = 1
P (A) = 1− P (A)
A ⊆ B ⇒ P (A) ≤ P (B)
A ⊆ B ⇒ P (B \A) = P (B)− P (A)
A ∩B = ∅ ⇒ P (A ∪B) = P (A) + P (B) (aditivita)
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)

2.2.1 Úplný systém jev̊u

tvoř́ı jevy Bi, i ∈ I, jestliže jsou po dvou neslučitelné a
⋃
i∈I

Bi = 1.

Speciálńı př́ıpad pro 2 jevy: {C,C}
Je-li {B1, . . . , Bn} úplný systém jev̊u, pak

n∑
i=1

P (Bi) = 1
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a pro libovolný jev A

P (A) =

n∑
i=1

P (A ∩Bi) .

Speciálně:
P (A) = P (A ∩ C) + P

(
A ∩ C

)
.

2.3 Problémy Laplaceovy definice pravděpodobnosti

2. problém: Nedovoluje nekonečné množiny jev̊u, geometrickou pravděpodobnost...
Nelze mı́t nekonečně mnoho stejně pravděpodobných výsledk̊u.
Př́ıklad: Pod́ıl plochy pevniny k povrchu Země je pravděpodobnost, že náhodně vybraný bod
na Zemi lež́ı na pevnině (je-li výběr bod̊u prováděn

”
rovnoměrně“).

Př́ıklad (Buffonova úloha): Na linkovaný paṕır hod́ıme jehlu, jej́ıž délka je rovna vzdálenosti
mezi linkami. Jaká je pravděpodobnost, že jehla protne nějakou linku?
3. problém: Nedovoluje iracionálńı hodnoty pravděpodobnosti.

2.3.1 Rozš́ı̌reńı Laplaceova modelu pravděpodobnosti

Př́ıklad: Mı́sto hraćı kostky háźıme krabičkou od zápalek, jej́ıž strany jsou nestejně dlouhé.
Jaká je pravděpodobnost možných výsledk̊u?
Připust́ıme, že elementárńı jevy nemuśı být stejně pravděpodobné.
Ztráćıme návod, jak pravděpodobnost stanovit. Je to funkce, která jev̊um přǐrazuje č́ısla z in-
tervalu 〈0, 1〉 a splňuje jisté podmı́nky. Nemáme návod, jak z nich vybrat tu pravou.
Tato nevýhoda je neodstranitelná a je d̊uvodem pro vznik statistiky, která k danému opakova-
telnému pokusu hledá pravděpodobnostńı model.

2.4 Kombinatorické pojmy a vzorce

(Dle [Zvára, Štěpán].)
V urně je n rozlǐsitelných objekt̊u, postupně vytáhneme k.

výběr s vraceńım bez vraceńı

uspořádaný
variace s opakováńım

nk
variace bez opakováńı

n!
(n−k)!

neuspořádaný
kombinace s opakováńım(

n+k−1
k

) kombinace bez opakováńı
n!

k! (n−k)! =
(
n
k

)
Z této tabulky pouze kombinace s opakováńım nejsou všechny stejně pravděpodobné (od-
pov́ıdaj́ı r̊uznému počtu variaćı s opakováńım) a nedovoluj́ı proto použit́ı Laplaceova modelu
pravděpodobnosti.
Permutace (pořad́ı) bez opakováńı: Tvoř́ıme posloupnost z n hodnot, přičemž každá se
vyskytne právě jednou. Počet permutaćı je n! (je to speciálńı př́ıpad variaćı bez opakováńı pro
n = k).
Permutace s opakováńım: Tvoř́ıme posloupnost délky k z n hodnot, přičemž j-tá hodnota
se opakuje kj-krát,

∑n
j=1 kj = k. Počet r̊uzných posloupnost́ı je

k!

k1! · . . . · kn!
.
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Speciálně pro n = 2 dostáváme

k!

k1! · k2!
=

k!

k1! · (k − k1)!
=

(
k

k1

)
,

což je počet kombinaćı bez opakováńı (ovšem k1-prvkových z k prvk̊u).
n 4 10 100 1 000 10 000

počet 4-prvkových
variaćı z n prvk̊u

bez opakováńı, n!
(n−4)!

24 5 040 94 109 400 0.994 · 1012 0.9994 · 1016

počet 4-prvkových
variaćı z n prvk̊u
s opakováńım, n4

256 10 000 108 1012 1016

počet 4-prvkových
kombinaćı z n prvk̊u
bez opakováńı,

(
n
4

) 1 210 3 921 225 41 417 124 750 4. 164 · 1014

počet 4-prvkových
kombinaćı z n prvk̊u

s opakováńım,
(
n+3

4

) 35 715 4 421 275 41 917 125 250 4. 169 · 1014

Věta 1. Pro dané k ∈ N a pro n→∞ se poměr počt̊u variaćı (resp. kombinaćı) bez opakováńı
a s opakováńım bĺı̌źı jedné, tj.

lim
n→∞

n!

(n− k)!nk
= 1 , lim

n→∞

(
n
k

)(
n+k−1

k

) = 1 .

D̊ukaz.

n!

(n− k)!nk
=
n (n− 1) · · · (n− (k − 1))

nk
=

= 1

(
1− 1

n

)
· · ·
(

1− k − 1

n

)
→ 1 ,(

n
k

)(
n+k−1

k

) =
n (n− 1) · · · (n− (k − 1))

(n+ (k − 1)) · · · (n+ 1) n
=

=
1
(
1− 1

n

)
· · ·
(
1− k−1

n

)(
1 + k−1

n

)
· · ·
(
1 + 1

n

)
1
→ 1

(počet činitel̊u k je konstantńı).

Důsledek 1. Pro n� k je počet variaćı (resp. kombinaćı) s opakováńım přiblǐzně

n!

(n− k)!

.
= nk ,

(
n

k

)
.
=
nk

k!
.

Jednodušš́ı bývá neuspořádaný výběr bez vraceńı nebo uspořádaný výběr s vraceńım.
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2.5 Kolmogorovova definice pravděpodobnosti

Elementárńıch jev̊u (=prvk̊u množiny Ω) může být nekonečně mnoho, nemuśı být stejně
pravděpodobné.
Jevy jsou podmnožiny množiny Ω, ale ne nutně všechny; tvoř́ı podmnožinu A ⊆ exp Ω,
která splňuje následuj́ıćı podmı́nky:

(A1) ∅ ∈ A.

(A2) A ∈ A ⇒ A ∈ A.

(A3) (∀n ∈ N : An ∈ A)⇒
⋃
n∈N

An ∈ A.

Systém A podmnožin nějaké množiny Ω, který splňuje podmı́nky (A1-3), se nazývá σ-algebra.
Důsledky: Ω = ∅ ∈ A,

(∀n ∈ N : An ∈ A)⇒
⋂
n∈N

An =
⋃
n∈N

An ∈ A .

Přirozený nápad A = exp Ω vede k nežádoućım paradox̊um.
(A3) je uzavřenost na spočetná sjednoceńı.
Uzavřenost na jakákoli sjednoceńı se ukazuje jako př́ılǐs silný požadavek.
Uzavřenost na konečná sjednoceńı se ukazuje jako př́ılǐs slabý požadavek; nedovoluje např.
vyjádřit kruh jako sjednoceńı obdélńık̊u.
A nemuśı ani obsahovat všechny jednobodové množiny, v tom př́ıpadě elementárńı jevy
nemuśı být jevy!

2.5.1 Borelova σ-algebra

je nejmenš́ı σ-algebra podmnožin R, která obsahuje všechny intervaly.
Obsahuje všechny intervaly otevřené, uzavřené i polouzavřené, i jejich spočetná sjednoceńı, a
některé daľśı množiny, ale je menš́ı než expR. Jej́ı prvky nazýváme borelovské množiny.

2.5.2 Pravděpodobnost (=pravděpodobnostńı mı́ra)

je funkce P : A → 〈0, 1〉, splňuj́ıćı podmı́nky

(P1) P (1) = 1,

(P2) P
( ⋃
n∈N

An

)
=
∑
n∈N

P (An), pokud jsou množiny (=jevy) An, n ∈ N, po dvou neslučitelné.

(spočetná aditivita)

Pravděpodobnostńı prostor je trojice (Ω,A, P ), kde Ω je neprázdná množina, A je σ-
algebra podmnožin množiny Ω a P : A → 〈0, 1〉 je pravděpodobnost.
Dř́ıve uvedené vlastnosti pravděpodobnosti jsou d̊usledkem (P1), (P2).
(Konečná) aditivita by byla př́ılǐs slabá, nedovoluje např. přechod od obsahu obdélńıka
k obsahu kruhu.
Př́ıklad (

”
nekonečná ruleta“): Výsledkem může být libovolné přirozené č́ıslo, každé má

pravděpodobnost 0.

8



Úplná aditivita (pro jakékoli soubory po dvou neslučitelných jev̊u) by byla př́ılǐs silným
požadavkem. Pak bychom nepřipouštěli ani rovnoměrné rozděleńı na intervalu nebo na ploše.
Pravděpodobnost zachovává limity monotónńıch posloupnost́ı jev̊u (množin):
Necht’ (An)n∈N je posloupnost jev̊u.

A1 ⊆ A2 ⊆ . . .⇒ P
(⋃
n∈N

An

)
= lim
n→∞

P (An) ,

A1 ⊇ A2 ⊇ . . .⇒ P
(⋂
n∈N

An

)
= lim
n→∞

P (An) .

Laplace̊uv model Kolmogorov̊uv model

konečně mnoho jev̊u i nekonečně mnoho jev̊u
p-sti jen racionálńı p-sti i iracionálńı
P (A) = 0⇒ A = 0 možné jevy s nulovou p-st́ı

p-sti určeny strukturou jev̊u p-sti neurčeny strukturou jev̊u

3 Nezávislost a podmı́něná pravděpodobnost

3.1 Nezávislé jevy

Motivace: Dva jevy spolu
”
nesouviśı“

Definice: P (A ∩B) = P (A) · P (B).
To je ovšem jen náhražka, která ř́ıká mnohem méně, než jsme chtěli!
(Podobně jako P (A ∩B) = 0 neznamená, že jevy A,B jsou neslučitelné.)
Pro nezávislé jevy A,B

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A) · P (B) .

Důkaz:

P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A) ∩ P (B) = P (A) + P (B)− P (A) · P (B) .

Jsou-li jevy A,B nezávislé, pak jsou nezávislé také jevy A,B (a též dvojice jev̊u A,B a A,B).
Důkaz:

P (A ∩B) = P (A)− P (A ∩B) = P (A)− P (A) · P (B) =

= P (A) · (1− P (B)) = P (A) · P (B) .

Jevy A1, . . . , An se nazývaj́ı po dvou nezávislé, jestliže každé dva z nich jsou nezávislé.
To je málo.
Množina jev̊u M se nazývá nezávislá, jestliže

P
( ⋂
A∈K

A
)

=
∏
A∈K

P (A)

pro všechny konečné podmnožiny K ⊆M.
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3.2 Podmı́něná pravděpodobnost

Př́ıklad: Fotbalová družstva mohla mı́t před zápasem rovné šance na v́ıtězstv́ı. Je-li však stav
zápasu 5 minut před koncem 3 : 0, pravděpodobnosti výhry jsou jiné.
Máme pravděpodobnostńı popis systému. Dostaneme-li dodatečnou informaci, že nastal jev B,
aktualizujeme naši znalost o pravděpodobnosti jevu A na

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
,

což je podmı́něná pravděpodobnost jevu A za podmı́nky B. Je definována pouze pro
P (B) 6= 0. (To předpokládáme i nadále.)
V novém modelu je P (B|B) = 0, což odráž́ı naši znalost, že jev B nenastal.
Podmı́něná pravděpodobnost je chápána též jako funkce

P (.|B) : A → 〈0, 1〉 , A 7→ P (A ∩B)

P (B)

a je to pravděpodobnost v p̊uvodńım smyslu.
Vlastnosti podmı́něné pravděpodobnosti:

• P (1|B) = 1, P (0|B) = 0.

• Jsou-li jevy A1, A2, . . . jsou po dvou neslučitelné, pak

P
(⋃
n∈N

An

∣∣∣B) =
∑
n∈N

P (An|B) .

• Je-li P (A|B) definována, jsou jevy A,B nezávislé, právě když P (A|B) = P (A).

• B ⊆ A⇒ P (A|B) = 1, P (A ∩B) = 0 ⇒ P (A|B) = 0.

Věta o úplné pravděpodobnosti: Necht’ Bi, i ∈ I, je (spočetný) úplný systém jev̊u a
∀i ∈ I : P (Bi) 6= 0. Pak pro každý jev A plat́ı

P (A) =
∑
i∈I

P (Bi)P (A|Bi) .

Důkaz:

P (A) = P
((⋃

j∈I
Bj

)
∩A

)
= P

(⋃
j∈I

(Bj ∩A)
)

=

=
∑
i∈I

P (Bi ∩A) =
∑
i∈I

P (Bi)P (A|Bi) .

Př́ıklad: Test nemoci je u 1% zdravých falešně pozitivńı a u 10% nemocných falešně negativńı.
Nemocných je v populaci 0.001. Jaká je pravděpodobnost, že pacient s pozitivńım testem je
nemocný?
Bayesova věta: Necht’ Bi, i ∈ I, je (spočetný) úplný systém jev̊u a
∀i ∈ I : P (Bi) 6= 0. Pak pro každý jev A splňuj́ıćı P (A) 6= 0 plat́ı

P (Bi|A) =
P (Bi)P (A|Bi)∑

j∈I
P (Bj)P (A|Bj)

.
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Důkaz (s využit́ım věty o úplné pravděpodobnosti):

P (Bi|A) =
P (Bi ∩A)

P (A)
=

P (Bi)P (A|Bi)∑
j∈I

P (Bj)P (A|Bj)
.

Význam: Pravděpodobnosti P (A|Bi) odhadneme z pokus̊u nebo z modelu, pomoćı nich urč́ıme
pravděpodobnosti P (Bi|A), které slouž́ı k

”
optimálńımu“ odhadu, který z jev̊u Bi nastal.

Problém: Ke stanoveńı aposteriorńı pravděpodobnosti P (Bi|A) potřebujeme znát i apri-
orńı pravděpodobnost P (Bi).
Př́ıklad: Na vstupu informačńıho kanálu mohou být znaky 1, . . . ,m, výskyt znaku j označujeme
jako jev Bj . Na výstupu mohou být znaky 1, . . . , k, výskyt znaku i označujeme jako jev Ai.
(Obykle k = m, ale neńı to nutné.) Obvykle lze odhadnout podmı́něné pravděpoděpodobnosti
P (Ai|Bj), že znak j bude přijat jako i. Pokud známe apriorńı pravděpodobnosti (vysláńı
znaku j) P (Bj), můžeme pravděpodobnosti př́ıjmu znak̊u vypoč́ıtat maticovým násobeńım:[

P (A1) P (A2) · · · P (Ak)
]

=

=
[
P (B1) P (B2) · · · P (Bm)

]
·


P (A1|B1) P (A2|B1) · · · P (Ak|B1)
P (A1|B2) P (A2|B2) · · · P (Ak|B2)

...
...

. . .
...

P (A1|Bm) P (A2|Bm) · · · P (Ak|Bm)

 .
Všechny matice v tomto vzorci maj́ı jednotkové součty řádk̊u (takové matice nazýváme sto-
chastické). Podmı́něné rozděleńı pravděpodobnosti, pokud byl přijat znak i, je

P (Bj |Ai) =
P (Ai|Bj) P (Bj)

P (Ai)
.

Rozděleńı pravděpodobnost́ı vyslaných znak̊u je[
P (B1) P (B2) · · · P (Bm)

]
=

=
[
P (A1) P (A2) · · · P (Ak)

]
·


P (A1|B1) P (A2|B1) · · · P (Ak|B1)
P (A1|B2) P (A2|B2) · · · P (Ak|B2)

...
...

. . .
...

P (A1|Bm) P (A2|Bm) · · · P (Ak|Bm)


−1

,

pokud k = m a př́ıslušná inverzńı matice existuje.

3.2.1 Podmı́něná nezávislost

Náhodné jevy A,B jsou podmı́něně nezávislé za podmı́nky C, jestliže

P (A ∩B|C) = P (A|C)P (B|C) .

Podobně definujeme podmı́něnou nezávislost v́ıce jev̊u.

4 Náhodné veličiny a vektory

Př́ıklad: Auto v ceně 10 000 EUR bude do roka ukradeno s pravděpodobnost́ı 1 : 1 000.
Adekvátńı cena ročńıho pojistného (bez zisku pojǐst’ovny) je 10 000/1 000 = 10 EUR.
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Někdy tento jednoduchý postup selhává:

Př́ıklad: Pro stanoveńı havarijńıho pojǐstěńı potřebujeme znát nejen pravděpodobnost havárie
(resp. počtu haváríı za pojistné obdob́ı), ale i

”
pr̊uměrnou“ škodu při jedné havárii, lépe

pravděpodobnostńı rozděleńı výše škody.

⇒ Muśıme studovat i náhodné pokusy, jejichž výsledky nejsou jen dva (jev nastal/nenastal),
ale v́ıce hodnot, vyjádřených reálnými č́ısly.

4.1 Náhodná veličina

na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P ) je měřitelná funkce X : Ω→ R, tj. taková, že pro
každý interval I plat́ı

X−1(I) = {ω ∈ Ω | X(ω) ∈ I} ∈ A

Je popsaná pravděpodobnostmi

PX(I) = P [X ∈ I] = P ({ω ∈ Ω | X (ω) ∈ I}) ,

definovanými pro libovolný interval I (a tedy i pro libovolné sjednoceńı spočetně mnoha inter-
val̊u a pro libovolnou borelovskou množinu).
PX je pravděpodobnostńı mı́ra na Borelově σ-algebře určuj́ıćı rozděleńı náhodné veličiny
X.
K tomu, aby stačila znalost PX na intervalech, se potřebujeme omezit na tzv. perfektńı mı́ry ;
s jinými se v praxi nesetkáme.
Pravděpodobnostńı mı́ra PX splňuje podmı́nky:
PX(R) = 1,

PX

( ⋃
n∈N

In

)
=
∑
n∈N

PX(In), pokud jsou množiny In, n ∈ N, navzájem disjunktńı.

Z toho vyplývá:
PX(∅) = 0, PX(R \ I) = 1− PX(I),
jestliže I ⊆ J , pak PX(I) ≤ PX(J) a PX(J \ I) = PX(J)−PX(I).
Úsporněǰśı reprezentace: omeźıme se na intervaly tvaru I = (−∞, t〉, t ∈ R,

P [X ∈ (−∞, t〉] = P [X ≤ t] = PX((−∞, t〉) = FX(t) .

FX : R→ 〈0, 1〉 je distribučńı funkce náhodné veličiny X. Ta stač́ı, nebot’

(a, b〉 = (−∞, b〉 \ (−∞, a〉 , PX((a, b〉) = P [a < X ≤ b] = FX(b)− FX(a) ,
(a,∞) = R \ (−∞, a〉 , PX ((a,∞)) = 1− FX(a) ,
(−∞, a) =

⋃
b: b<a

(−∞, b〉 , PX ((−∞, a)) = P [X < a] = lim
b→a−

FX(b) = FX(a−) ,

{a} = (−∞, a〉 \ (−∞, a) , PX({a}) = P [X = a] = FX(a)− FX(a−) ,
... ...

Vlastnosti distribučńı funkce:

• neklesaj́ıćı,

• zprava spojitá,

• lim
t→−∞

FX(t) = 0, lim
t→∞

FX(t) = 1.
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Věta: Tyto podmı́nky jsou nejen nutné, ale i postačuj́ıćı.

Př́ıklad: Reálnému č́ıslu r odpov́ıdá náhodná veličina (značená též r) s Diracovým rozděleńım
v r:

Pr(I) =

{
0 pro r /∈ I ,
1 pro r ∈ I ,

Fr(t) =

{
0 pro t < r ,

1 pro t ≥ r .

(Fr je posunutá Heavisideova funkce.)
Tvrzeńı: X ≤Y ⇒ FX ≥FY .

4.2 n-rozměrný náhodný vektor (n-rozměrná náhodná veličina)

na pravděpodobnostńım prostoru (Ω,A, P ) je měřitelná funkce X : Ω → Rn, tj. taková, že
pro každý n-rozměrný interval I plat́ı

X−1(I) = {ω ∈ Ω |X(ω) ∈ I} ∈ A .

Lze psát
X (ω) = (X1 (ω) , . . . , Xn (ω)) ,

kde zobrazeńı Xk : Ω→ R, k = 1, . . . , n, jsou náhodné veličiny.
Náhodný vektor lze považovat za vektor náhodných veličin X = (X1, . . . , Xn).
Je popsaný pravděpodobnostmi

PX(I1 × . . .× In) = P [X1 ∈ I1, . . . , Xn ∈ In] =

= P ({ω ∈ Ω | X1 (ω) ∈ I1, . . . , Xn (ω) ∈ In}) ,

kde I1, . . . , In jsou intervaly v R.
Z těch vyplývaj́ı pravděpodobnosti

PX(I) = P [X ∈ I] = P ({ω ∈ Ω |X (ω) ∈ I}) ,

definované pro libovolnou borelovskou množinu I v Rn (speciálně pro libovolné sjednoceńı
spočetně mnoha n-rozměrných interval̊u) a určuj́ıćı rozděleńı náhodného vektoru X.
Úsporněǰśı reprezentace: Stač́ı intervaly tvaru Ik = (−∞, tk〉, tk ∈ R,

P [X1 ∈ (−∞, t1〉, . . . , Xn ∈ (−∞, tn〉] = P [X1 ≤ t1, . . . , Xn ≤ tn] =

= PX((−∞, t1〉 × . . .× (−∞, tn〉) =

= FX(t1, . . . , tn) .

FX : Rn → 〈0, 1〉 je distribučńı funkce náhodného vektoru X. Je

• neklesaj́ıćı (ve všech proměnných),

• zprava spojitá (ve všech proměnných),
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• lim
t1→∞,...,tn→∞

FX(t1, . . . , tn) = 1,

• ∀k ∈ {1, . . . , n} ∀t1, . . . , tk−1, tk+1, . . . , tn : lim
tk→−∞

FX(t1, . . . , tn) = 0.

Věta: Tyto podmı́nky jsou nutné, nikoli postačuj́ıćı.
Nestač́ı znát marginálńı rozděleńı náhodných veličin X1, . . . , Xn, nebot’ ta neobsahuj́ı infor-
mace o závislosti.

4.3 Nezávislost náhodných veličin

Náhodné veličiny X1, X2 jsou nezávislé, pokud pro všechny intervaly I1, I2 jsou jevy X1 ∈ I1,
X2 ∈ I2 nezávislé, tj.

P [X1 ∈ I1, X2 ∈ I2] = P [X1 ∈ I1] · P [X2 ∈ I2] .

Stač́ı se omezit na intervaly tvaru (−∞, t〉, tj.

P [X1 ≤ t1, X2 ≤ t2] = P [X1 ≤ t1] · P [X2 ≤ t2] ,

neboli
FX1,X2

(t1, t2) = FX1
(t1) · FX2

(t2)

pro všechna t1, t2 ∈ R.
Náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou nezávislé, pokud pro libovolné intevaly I1, . . . , In plat́ı

P [X1 ∈ I1, . . . , Xn ∈ In] =

n∏
i=1

P [Xi ∈ Ii] .

Na rozd́ıl od definice nezávislosti v́ıce než 2 jev̊u, zde neńı třeba požadovat nezávislost pro libo-
volnou podmnožinu náhodných veličin X1, . . . , Xn. Ta vyplývá z toho, že libovolnou náhodnou
veličinu Xi lze

”
vynechat“ tak, že zvoĺıme př́ıslušný interval Ii = R. Pak P [Xi ∈ Ii] = 1 a v

součinu se tento činitel neprojev́ı.
Ekvivalentně stač́ı požadovat

P [X1 ≤ t1, . . . , Xn ≤ tn] =

n∏
i=1

P [Xi ≤ ti]

pro všechna t1, . . . , tn ∈ R, což pro sdruženou distribučńı funkci nezávislých náhodných
veličin znamená

FX(t1, . . . , tn) =

n∏
k=1

FXk(tk) .

Náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou po dvou nezávislé, pokud každé dvě (r̊uzné) z nich jsou
nezávislé. To je slabš́ı podmı́nka než nezávislost veličin X1, . . . , Xn.

4.4 Obecněǰśı náhodné veličiny

Komplexńı náhodná veličina je náhodný vektor se dvěma složkami interpretovanými jako
reálná a imaginárńı část.

14



Někdy připoušt́ıme i
”
náhodné veličiny“, jejichž hodnoty jsou jiné než numerické. Mohou to

být např. náhodné množiny. Jindy nabývaj́ı konečně mnoha hodnot, kterým ponecháme jejich
přirozené označeńı, např.

”
rub“,

”
ĺıc“,

”
kámen“,

”
n̊užky“,

”
paṕır“ apod.

Na těchto hodnotách nemuśı být definovaná žádná aritmetika ani uspořádáńı.
Mohli bychom všechny hodnoty oč́ıslovat, ale neńı žádný d̊uvod, proč bychom to měli udělat
právě určitým zp̊usobem (který by ovlivnil následné numerické výpočty).
(Př́ıklad: Č́ıslováńı politických stran ve volbách.)

4.5 Směs náhodných veličin

Př́ıklad: Náhodné veličiny U, V jsou výsledky studenta při odpověd́ıch na dvě zkouškové
otázky. Učitel náhodně vybere s pravděpodobnost́ı c prvńı otázku, s pravděpodobnost́ı 1 −
c druhou; podle odpovědi na vybranou otázku uděĺı známku. Jaké rozděleńı má výsledná
známka X?
Matematický model vyžaduje vytvořeńı odpov́ıdaj́ıćıho pravděpodobnostńıho prostoru pro
tento pokus.

Necht’ U , resp. V je náhodná veličina na pravděpodobnostńım prostoru (Ω1,A1, P1), resp.
(Ω2,A2, P2), přičemž Ω1 ∩ Ω2 = ∅.
Necht’ c ∈ 〈0, 1〉.
Definujeme nový pravděpodobnostńı prostor (Ω,A, P ), kde
Ω = Ω1 ∪ Ω2, A = {A1 ∪A2 | A1 ∈ A1, A2 ∈ A2},
P (A1 ∪A2) = c P1(A1) + (1− c)P2(A2) pro A1 ∈ A1, A2 ∈ A2.
Definujeme funkci X : Ω→ R:

X (ω) =

{
U (ω) pro ω ∈ Ω1 ,
V (ω) pro ω ∈ Ω2 .

X je náhodná veličina na (Ω,A, P ).
X nazýváme směs náhodných veličin U, V s koeficientem c (angl. mixture), znač́ıme
Mixc(U, V ). Má pravděpodobnostńı mı́ru

PX = c PU + (1− c)PV

a distribučńı funkci
FX = c FU + (1− c)FV .

Podobně definujeme obecněji směs náhodných veličin U1, . . . , Un s koeficienty c1, . . . , cn ∈
〈0, 1〉,

n∑
i=1

ci = 1, znač́ıme Mix(c1,..., cn)(U1, . . . , Un) = Mixc(U1, . . . , Un), kde c = (c1, . . . , cn).

Má pravděpodobnostńı mı́ru
n∑
i=1

ci PUi a distribučńı funkci
n∑
i=1

ci FUi . (Lze zobecnit i na spočetně

mnoho náhodných veličin.)
Pod́ıl jednotlivých složek je určen vektorem koeficient̊u c = (c1, . . . , cn). Jejich počet je stejný

jako počet náhodných veličin ve směsi. Jelikož cn = 1 −
n−1∑
i=1

ci, posledńı koeficient někdy

vynecháváme.
Speciálně pro dvě náhodné veličiny Mix(c,1−c)(U, V ) = Mixc(U, V ) (kde c je č́ıslo, nikoli vektor).
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Př́ıklad: Směśı reálných č́ısel r1, . . . , rn s koeficienty c1, . . . , cn je náhodná veličina X =
Mix(c1,..., cn)(r1, . . . , rn),

PX(I) = P [X ∈ I] =
∑
i:ri∈I

ci, FX(t) =
∑
i:ri≤t

ci .

Lze ji popsat též pravděpodobnostńı funkćı pX : R→ 〈0, 1〉,

pX(t) = PX({t}) = P [X = t] =

{
ci pro t = ri ,

0 jinak

(pokud jsou r1, . . . , rn navzájem r̊uzná). Možno zobecnit i na spočetně mnoho reálných č́ısel.

4.6 Druhy náhodných veličin

1. Diskrétńı: (z předchoźıho př́ıkladu) Existuje spočetná množina OX , pro kterou PX(R \
OX) = P [X /∈ OX ] = 0. Nejmenš́ı taková množina (pokud existuje) je
ΩX = {t ∈ R : PX({t}) 6= 0} = {t ∈ R : P [X = t] 6= 0}.
Diskrétńı náhodnou veličinu popisuje pravděpodobnostńı funkce pX(t) = PX({t}) =
P [X = t].

Splňuje
∑
t∈R

pX(t) = 1.

2. Spojitá: Má spojitou distribučńı funkci.

3. Smı́̌sená: Směs předchoźıch dvou př́ıpad̊u;

ΩX 6= ∅, PX(R \ ΩX) = P [X /∈ ΩX ] 6= 0.

4.7 Popis spojité náhodné veličiny

Náhodná veličina X je absolutně spojitá, jestliže existuje nezáporná funkce fX : R→ 〈0,∞)
(hustota náhodné veličiny X) taková, že

FX(t) =

∫ t

−∞
fX(u) du .

Hustota splňuje
∞∫
−∞

fX(u) du = 1.

Neńı určena jednoznačně, ale dvě hustoty fX , gX téže náhodné veličiny splňuj́ı∫
I

(fX(x)− gX(x)) dx = 0 pro všechny intervaly I.

Lze volit fX(t) = dFX(t)
dt , pokud derivace existuje.

PX({t}) = 0 pro všechna t.
Některé spojité náhodné veličiny nejsou absolutně spojité; maj́ı spojitou distribučńı funkci,
kterou nelze vyjádřit jako integrál. Tyto př́ıpady dále neuvažujeme.
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4.8 Popis smı́̌sené náhodné veličiny

Náhodnou veličinu X se smı́̌seným rozděleńım nelze popsat ani pravděpodobnostńı funkćı (exis-
tuje, ale neurčuje celé rozděleńı) ani hustotou (neexistuje, nevycháźı konečná), ale lze ji jed-
noznačně vyjádřit ve tvaru X = Mixc(U, V ), kde U je diskrétńı, V je spojitá a c ∈ (0, 1):

c = PX(ΩX) = PX({t ∈ R : PX({t}) 6= 0}) ,
c PU ({t}) + (1− c) PV ({t})︸ ︷︷ ︸

0

= c PU ({t}) = PX({t}) ,

pU (t) = PU ({t}) =
PX({t})

c
,

ΩU = ΩX ,

c PU (I) + (1− c)PV (I) = PX(I) ,

PV (I) =
PX(I)− c PU (I)

1− c
,

FV (t) =
FX(t)− c FU (t)

1− c
.

Alternativa bez použit́ı pravděpodobnostńı mı́ry:

pX(t) = P [X = t] = lim
u→t+

FX(t)− lim
u→t−

FX(t) ,

c =
∑
t∈R

pX(t) ,

c pU (t) = pX(t) ,

pU (t) =
pX(t)

c
,

c FU (t) + (1− c)FV (t) = FX(t) ,

FV (t) =
FX(t)− c FU (t)

1− c
.

(Lze ještě pokračovat rozkladem diskrétńı části na směs Diracových rozděleńı.)

4.9 Kvantilová funkce náhodné veličiny

Př́ıklad 1. Pokud absolvent školy ř́ıká, že patř́ı mezi 5 % nejlepš́ıch, pak tvrd́ı, že distribučńı
funkce prospěchu (náhodně vybraného absolventa) má u jeho prospěchu hodnotu nejvýše 0.05.
(Předpokládáme, že lepš́ımu prospěchu odpov́ıdá nǐzš́ı pr̊uměr známek.)
Neostrá nerovnost v definici znamená, že hodnota distribučńı funkce udává pod́ıl těch absol-
vent̊u, kteř́ı měli lepš́ı nebo stejný prospěch.
Obráceně se lze ptát, jaký prospěch je potřeba k tomu, aby se absolvent dostal mezi 5 % nej-
lepš́ıch.

Pro α ∈ (0, 1) hledáme t ∈ R takové, že FX(t) = α. Máme však zaručeno pouze, že

∃t ∈ R : P [X < t] ≤ α ≤ P [X ≤ t] = FX(t) .

Všechna taková t tvoř́ı omezený interval a vezmeme z něj (obvykle) střed, přesněji tedy

qX(α) =
1

2
(sup {t ∈ R | P [X < t] ≤ α}+ inf {t ∈ R | P [X ≤ t] ≥ α}) .
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Č́ıslo qX(α) se nazývá α-kvantil náhodné veličiny X a funkce qX : (0, 1) → R je kvantilová
funkce náhodné veličiny X. Speciálně qX( 1

2 ) je medián, daľśı kvantily maj́ı také svá jména –
tercil, kvartil (dolńı qX( 1

4 ), horńı qX( 3
4 )) ... decil ... centil neboli percentil ....

Vlastnosti kvantilové funkce:

• neklesaj́ıćı,

• qX(α) = 1
2 (qX(α−) + qX(α+)).

Věta: Tyto podmı́nky jsou nutné i postačuj́ıćı.

Obrácený převod:

FX(t) = inf{α ∈ (0, 1) | qX(α) > t} = sup{α ∈ (0, 1) | qX(α) ≤ t} .

Funkce FX , qX jsou navzájem inverzńı tam, kde jsou spojité a rostoućı (tyto podmı́nky stač́ı
ověřit pro jednu z nich).

4.10 Jak reprezentovat náhodnou veličinu v poč́ıtači

1. Diskrétńı: Nabývá-li pouze konečného počtu hodnot tk, k = 1, . . . , n, stač́ı k reprezen-
taci tyto hodnoty a jejich pravděpodobnosti pX(tk) = PX({tk}) = P [X = tk], č́ımž je
plně popsána pravděpodobnostńı funkce 2n č́ısly (až na nepřesnost zobrazeńı reálných
č́ısel v poč́ıtači).

Pokud diskrétńı náhodná veličina nabývá (spočetně) nekonečně mnoha hodnot, muśıme
některé vynechat, zejména ty, které jsou málo pravděpodobné. Pro každé ε > 0 lze
vybrat konečně mnoho hodnot tk, k = 1, . . . , n, tak, že PX(R�{t1, . . . , tn}) = P [X /∈
{t1, . . . , tn}] ≤ ε. Zbývá však problém, jakou hodnotu přǐradit zbývaj́ıćım (byt’ málo
pravděpodobným) př́ıpad̊um.

2. (Absolutně) spojitá: Hustotu můžeme přibližně popsat hodnotami f(tk) v
”
dostatečně

mnoha“ bodech tk, k = 1, . . . , n, ale jen za předpokladu, že je
”
dostatečně hladká“.

Zaj́ımaj́ı nás z ńı sṕı̌se integrály typu

FX(tk+1)− FX(tk) =

∫ tk+1

tk

fX(u) du ,

z nichž lze přibližně zkonstruovat distribučńı funkci. Můžeme pro reprezentaci použ́ıt
př́ımo hodnoty distribučńı funkce FX(tk). Tam, kde je hustota velká, potřebujeme volit
body hustě.
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Můžeme volit body tk, k = 1, . . . , n, tak, aby př́ır̊ustky FX(tk+1)−FX(tk) měly zvolenou
velikost. Zvoĺıme tedy αk ∈ (0, 1), k = 1, . . . , n, a k nim najdeme č́ısla tk = qX(αk).

Pamět’ová náročnost je velká, záviśı na jemnosti škály hodnot náhodné veličiny, resp. jej́ı
distribučńı funkce.

Často je rozděleńı známého typu a stač́ı doplnit několik parametr̊u, aby bylo plně určeno.

Mnohé obecněǰśı př́ıpady se snaž́ıme vyjádřit alespoň jako směsi náhodných veličin s
rozděleńımi známého typu, abychom vystačili s konečně mnoha parametry.

3. Smı́̌sená: Jako u spojité náhodné veličiny. Tento popis je však pro diskrétńı část zbytečně
nepřesný.
Můžeme použ́ıt rozklad na diskrétńı a spojitou část.

4.11 Operace s náhodnými veličinami

Zde I, J ⊆ R jsou intervaly nebo spočetná sjednoceńı interval̊u.
Přičteńı konstanty r odpov́ıdá posunut́ı ve směru vodorovné osy:

PX+r(I + r) = PX(I) , PX+r(J) = PX(J − r) ,
FX+r(t+ r) = FX(t) , FX+r(u) = FX(u− r) ,

qX+r(α) = qX(α) + r .

Vynásobeńı nenulovou konstantou r odpov́ıdá podobnost ve směru vodorovné osy:

PrX(rI) = PX(I), PrX(J) = PX
(
J
r

)
.

Pro distribučńı funkci muśıme rozlǐsit př́ıpady:

• r > 0: FrX(rt) = FX(t), FrX(u) = FX
(
u
r

)
, qrX(α) = r qX(α),

• r = −1: F−X(−t) = P−X((−∞,−t〉) = PX(〈t,∞)) = 1 − PX((−∞, t)), v bodech
spojitosti distribučńı funkce F−X(−t) = 1 − PX((−∞, t)) = 1 − P [X < t] = 1 −
P [X ≤ t] = 1− PX((−∞, t〉) = 1− FX(t),

F−X(u) = 1−FX(−u), v bodech nespojitosti limita zprava (středová symetrie grafu
podle bodu

(
0, 1

2

)
s opravou na spojitost zprava),

q−X(α) = −qX(1− α),
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• r < 0: kombinace předchoźıch př́ıpad̊u.

Zobrazeńı spojitou rostoućı funkćı h:
Ph(X)(h(I)) = PX(I), Fh(X)(h(t)) = FX(t), Fh(X)(u) = FX(h−1(u)),
qh(X)(α) = h(qX(α)) v bodech spojitosti kvantilové funkce.
Zobrazeńı neklesaj́ıćı, zleva spojitou funkćı h:
Fh(X)(u) = sup{FX(t) | h(t) ≤ u}.
Zobrazeńı po částech monotonńı, zleva spojitou funkćı h:
Můžeme vyjádřit h = h+ − h−, kde h+, h− jsou neklesaj́ıćı.
X vyjádř́ıme jako směs X = Mixc(U, V ), kde U nabývá pouze hodnot, v nichž je h neklesaj́ıćı,
V pouze hodnot, v nichž je h nerostoućı. Výsledek dostaneme jako směs dvou náhodných
veličin, vzniklých zobrazeńım funkcemi h+, h−. Funkci h lze aplikovat na směs

”
po složkách“,

tj. h(Mixc(U, V )) = Mixc(h(U), h(V )).
Součet náhodných veličin neńı jednoznačně určen, jedině za předpokladu nezávislosti.
Ani pak neńı vztah jednoduchý.
Směs náhodných veličin viz výše. Na rozd́ıl od součtu je plně určena (marginálńımi) roz-
děleńımi vstupńıch náhodných veličin a koeficienty směsi.

4.12 Jak realizovat náhodnou veličinu na poč́ıtači

1. Vytvoř́ıme náhodný (nebo pseudonáhodný) generátor náhodné veličinyX s rovnoměrným
rozděleńım na 〈0, 1〉.

2. Náhodná veličina qY (X) má stejné rozděleńı jako Y . (Stač́ı tedy na každou realizaci
náhodné veličiny X aplikovat funkci qY .)

Všechna rozděleńı spojitých náhodných veličin jsou stejná až na (nelineárńı) změnu měř́ıtka.

4.13 Středńı hodnota

Značeńı: E. nebo µ.
Je definována zvlášt’ pro

• diskrétńı náhodnou veličinu U :

EU = µU =
∑
t∈R

t · pU (t) =
∑
t∈ΩU

t · pU (t) ,

• spojitou náhodnou veličinu V :

EV = µV =

∞∫
−∞

t · fV (t) dt ,
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• směs náhodných veličin X = Mixc(U, V ), kde U je diskrétńı, V je spojitá:

EX = cEU + (1− c) EV .

(To neńı linearita středńı hodnoty!)

Lze vyj́ıt z definice pro diskrétńı náhodnou veličinu a ostatńı př́ıpady dostat jako limitu pro
aproximaci jiných rozděleńı diskrétńım.
Všechny tři př́ıpady pokrývá univerzálńı vzorec s použit́ım kvantilové funkce

EX =

1∫
0

qX(α) dα .

Ten lze nav́ıc jednoduše zobecnit na středńı hodnotu jakékoli funkce náhodné veličiny:

E (h(X)) =

1∫
0

h (qX(α)) dα .

Speciálně pro diskrétńı náhodnou veličinu

E (h(U)) =
∑
t∈ΩU

h (t) · pU (t) ,

pro spojitou náhodnou veličinu by obdobný vzorec platil jen za omezuj́ıćıch předpoklad̊u,
protože spojitost náhodné veličiny se nemuśı zachovávat.
Středńı hodnota je vodorovnou souřadnićı těžǐstě grafu distribučńı funkce, jsou-li jeho elementy
váženy př́ır̊ustkem distribučńı funkce:

Pokud pracujeme se středńı hodnotou, automaticky předpokládáme, že existuje (což neńı vždy
splněno).

4.13.1 Vlastnosti středńı hodnoty

Er = r , spec. E(EX) = EX ,

E (X + Y ) = EX + EY , spec. E (X + r) = EX + r ,

E (X − Y ) = EX − EY ,

E (r X) = rEX , obecněji E (r X + s Y ) = rEX + sEY .

(To je linearita středńı hodnoty.)

E (Mixc(U, V )) = cEU + (1− c) EV .

(To neńı linearita středńı hodnoty.)
Pouze pro nezávislé náhodné veličiny

E (X · Y ) = EX · EY .
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4.14 Rozptyl (disperze)

Značeńı: σ2
. , D., var .

DX = E
(

(X − EX)
2
)

= E
(
X2
)
− (EX)

2
,

E
(
X2
)

= (EX)
2

+ DX . (1)

Vlastnosti:

DX =

1∫
0

(qX(α)− EX)
2

dα .

DX ≥ 0 ,

Dr = 0 ,

D (X + r) = DX ,

D (r X) = r2 DX .

D (Mixc(U, V )) = E
(
Mixc(U, V )2

)
− (E (Mixc(U, V )))

2

= cE
(
U2
)

+ (1− c) E
(
V 2
)
− (cEU + (1− c) EV )

2

= c
(

DU + (EU)
2
)

+ (1− c)
(

DV + (EV )
2
)

−
(
c2 (EU)

2
+ 2 c (1− c) EU EV + (1− c)2 (EV )

2
)

= cDU + (1− c) DV + c (1− c) (EU)
2

− 2 c (1− c) EU EV + c (1− c) (EV )
2

= cDU + (1− c) DV + c (1− c) (EU − EV )
2
.

Pouze pro nezávislé náhodné veličiny

D (X + Y ) = DX + DY, D (X − Y ) = DX + DY .

4.15 Směrodatná odchylka

Značeńı: σ.

σX =
√

DX =

√
E
(

(X − EX)
2
)

Na rozd́ıl od rozptylu má stejný fyzikálńı rozměr jako p̊uvodńı náhodná veličina.

Vlastnosti:

σX =

√√√√√ 1∫
0

(qX(α)− EX)
2

dα.
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σX ≥ 0 ,

σr = 0 ,

σX+r = σX ,

σr X = |r| σX .

Pouze pro nezávislé náhodné veličiny

σX+Y =
√

DX + DY =
√
σ2
X + σ2

Y .

4.16 Obecné a centrálńı momenty

k ∈ N
k-tý obecný moment (značeńı nezavád́ıme): E

(
Xk
)
, speciálně:

pro k = 1: EX,
pro k = 2: E

(
X2
)

= (EX)
2

+ DX.
Alternativńı značeńı: mk, µ′k.

k-tý centrálńı moment (značeńı nezavád́ıme): E
(

(X − EX)
k
)

, speciálně:

pro k = 1: 0,
pro k = 2: DX.
Alternativńı značeńı: µk.

Pomoćı kvantilové funkce:

E
(
Xk
)

=

1∫
0

(qX(α))
k

dα .

E
(

(X − EX)
k
)

=

1∫
0

(qX(α)− EX)
k

dα .

4.17 Normovaná náhodná veličina

je taková, která má nulovou středńı hodnotu a jednotkový rozptyl:

normX =
X − EX

σX

(pokud má vzorec smysl). Zpětná transformace je

X = EX + σX normX . (2)

4.18 Základńı typy diskrétńıch rozděleńı

4.18.1 Diracovo

Je jediný možný výsledek r ∈ R.

pX(r) = 1 , EX = r , DX = 0 .

Všechna diskrétńı rozděleńı jsou směsi Diracových rozděleńı.
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4.18.2 Rovnoměrné

Je m možných výsledk̊u stejně pravděpodobných.
Speciálně pro obor hodnot {1, 2, . . . ,m} dostáváme

pX(k) =
1

m
, k ∈ {1, 2, . . . ,m} ,

EX =
m+ 1

2
, DX =

1

12
(m+ 1) (m− 1) .

4.18.3 Alternativńı (Bernoulliovo)

Jsou 2 možné výsledky. (Směs dvou Diracových rozděleńı.)
Pokud výsledky jsou 0, 1, kde 1 má pravděpodobnost q ∈ (0, 1), dostáváme

pX(1) = q , pX(0) = 1− q ,
EX = q , DX = q (1− q) .

4.18.4 Binomické Bi(m, q)

Počet úspěch̊u z m nezávislých pokus̊u, je-li v každém stejná pravděpodobnost úspěchu q ∈
〈0, 1〉. (Součet m nezávislých alternativńıch rozděleńı.)

pX(k) =

(
m

k

)
qk (1− q)m−k , k ∈ {0, 1, 2, . . . ,m} ,

EX = mq , DX = mq (1− q) .

Výpočetńı složitost výpočtu pX(k) je O(k), celého rozděleńı O(m2).

4.18.5 Poissonovo Po(λ)

Limitńı př́ıpad binomického rozděleńı pro m→∞ při konstantńım
mq = λ > 0 (tedy q → 0).

pX(k) =
λk

k!
e−λ , k ∈ {0, 1, 2, . . .} .

Jednotlivé pravděpodobnosti se poč́ıtaj́ı snáze než u binomického rozděleńı (ovšem všechny ne-
vypoč́ıtáme, protože jich je nekonečně mnoho).

EX = λ , DX = λ .

”
Středńı hodnota se rovná rozptylu;“ jedná se vždy o bezrozměrné celoč́ıselné náhodné

veličiny (počet výskyt̊u).
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Poissonovo rozděleńı jako limitńı př́ıpad binomického Pro m → ∞ při konstantńım
mq = λ, tj. q = λ

m :

pX(k) =
(
m
k

)
qk (1− q)m−k =

=
m (m− 1) . . . (m− (k − 1))

k!

(
λ

m

)k (
1− λ

m

)m−k
=

=
λk

k!
1

(
1− 1

m

)
· · ·
(

1− k − 1

m

)
︸ ︷︷ ︸

→1

(
1− λ

m

)−k
︸ ︷︷ ︸

→1

(
1− λ

m

)m
︸ ︷︷ ︸
→e−λ

→

→ λk

k!
e−λ .

4.18.6 Geometrické

Počet úspěch̊u do prvńıho neúspěchu, je-li v každém pokusu stejná pravděpodobnost úspěchu q ∈
(0, 1).

pX(k) = qk (1− q) , k ∈ {0, 1, 2, . . .} ,

EX =
q

1− q
, DX =

q

(1− q)2 .

4.18.7 Hypergeometrické

Počet výskyt̊u v m vzorćıch, vybraných z M objekt̊u, v nichž je K výskyt̊u (1 ≤ m ≤ K ≤M).

pX(k) =

(
K
k

) (
M−K
m−k

)(
M
m

) , k ∈ {0, 1, 2, . . . ,m} ,

EX =
mK

M
, DX =

mK (M −K) (M −m)

M2 (M − 1)
.

Výpočetńı složitost výpočtu pX(k) je O(m), celého rozděleńı O(m2).

Binomické rozděleńı jako limitńı př́ıpad hypergeometrického
Lemma: Pro m,M ∈ N, m < M , je

lim
M→∞

(
M
m

) m!

Mm
= 1 .

Důkaz:(
M
m

) m!

Mm
=
M (M − 1) · · · (M − (m− 1))

Mm
= 1

(
1− 1

M

)
· · ·
(

1− m− 1

M

)
→ 1 .

Důsledek: Pro M � m můžeme
(
M
m

)
poč́ıtat přibližně jako Mm

m! .
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Hypergeometrické rozděleńı pro M →∞ při konstantńım K
M = q, tj. M−KM = 1− q (s využit́ım

předchoźıho lemmatu):

pX(k) =

(
K
k

) (
M−K
m−k

)(
M
m

) →
Kk

k! ·
(M−K)m−k

(m−k)!

Mm

m!

=

=
m!

k! (m− k)!
· K

k

Mk
· (M −K)

m−k

Mm−k =
(
m
k

)
qk (1− q)m−k .

4.19 Základńı typy spojitých rozděleńı

4.19.1 Rovnoměrné R(a, b)

fX(t) =

{
1
b−a pro t ∈ 〈a, b〉,
0 jinak,

FX(u) =


u−a
b−a pro u ∈ 〈a, b〉 ,
0 pro u < a ,
1 pro u > b ,

qX(α) = a+ (b− a) α ,

EX =
a+ b

2
, DX =

1

12
(b− a)

2
.

4.19.2 Normálńı (Gaussovo) N(µ, σ2)

A. Normované N(0, 1):

ϕ(t) = fN(0,1)(t) =
1√
2π

exp

(
−t2

2

)
Distribučńı funkce je transcendentńı (Gauss̊uv integrál) Φ,

Φ(u) = FN(0,1)(u) =

∫ u

−∞

1√
2π

exp

(
−t2

2

)
dt ,

kvantilová funkce Φ−1 je inverzńı k Φ.
B. Obecné N(µ, σ2):

fN(µ,σ2)(t) =
1

σ
√

2π
exp

(
−(t− µ)2

2σ2

)
, EX = µ , DX = σ2 .

4.19.3 Logaritmickonormálńı LN(µ, σ2)

je rozděleńı náhodné veličiny X = exp(Y ), kde Y má N(µ, σ2)

fX(u) =

{
1

uσ
√

2π
exp

(
− (lnu−µ)2

2σ2

)
=

fN(µ,σ2)(lnu)

u pro u > 0,

0 jinak,

FX(u) =

{
FN(µ,σ2) (lnu) pro u > 0 ,
0 jinak,

EX = exp

(
µ+

σ2

2

)
, DX =

(
exp

(
2µ+ σ2

)) (
exp

(
σ2
)
− 1
)
.
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4.19.4 Exponenciálńı Ex(τ)

Např. rozděleńı času do prvńı poruchy, jestliže (podmı́něná) pravděpodobnost poruchy za
časový interval 〈t, t+ δ〉 záviśı jen na δ, nikoli na t:

fX(t) =

{
1
τ exp

(
− t
τ

)
pro t > 0,

0 jinak,

FX(u) =

{
1− exp

(
−uτ
)

pro u > 0 ,
0 jinak,

qX (α) = −τ ln (1− α) ,

EX = τ , DX = τ2 , σX = τ .

4.20 Náhodné vektory 2

Náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn) je popsaný sdruženou distribučńı funkćı FX : Rn → 〈0, 1〉

FX(t1, . . . , tn) = P [X1 ≤ t1, . . . , Xn ≤ tn] .

4.20.1 Diskrétńı náhodný vektor

má všechny složky diskrétńı. Lze jej popsat též sdruženou pravděpodobnostńı funkćı
pX : Rn → 〈0, 1〉

pX(t1, . . . , tn) = P [X1 = t1, . . . , Xn = tn] ,

která je nenulová jen ve spočetně mnoha bodech.
Diskrétńı náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou nezávislé, právě když

P [X1 = t1, . . . , Xn = tn] =

n∏
i=1

P [Xi = ti]

pro všechna t1, . . . , tn ∈ R. Ekvivalentńı formulace:

pX(t1, . . . , tn) =

n∏
i=1

pXi (ti) .

4.20.2 Spojitý náhodný vektor

má všechny složky spojité. Lze jej popsat též sdruženou hustotou pravděpodobnosti což
je (každá) nezáporná funkce fX : Rn → 〈0,∞) taková, že

FX(t1, . . . , tn) =

∫ t1

−∞
. . .

∫ tn

−∞
fX(u1, . . . , un) du1 . . . dun ,

pro všechna t1, . . . , tn ∈ R. Pokud to jde, voĺıme

fX(u1, . . . , un) =
∂

∂t1

∂

∂t2
. . .

∂

∂tn
FX(t1, . . . , tn) = D1D2 . . .DnFX(t1, . . . , tn)

27



Speciálně pro intervaly 〈ai, bi〉 dostáváme

P [X1 ∈ 〈a1, b1〉, . . . , Xn ∈ 〈an, bn〉] = PX(〈a1, b1〉 × . . .× 〈an, bn〉)

=

∫ b1

a1

. . .

∫ bn

an

fX(u1, . . . , un) du1 . . . dun

Spojité náhodné veličiny X1, . . . , Xn jsou nezávislé, právě když

fX(t1, . . . , tn) =

n∏
i=1

fXi (ti) .

pro skoro všechna t1, . . . , tn ∈ R.

4.21 Č́ıselné charakteristiky náhodného vektoru

Středńı hodnota

• náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn): EX := (EX1, . . . ,EXn)

• komplexńı náhodné veličiny: X = <(X) + i=(X): EX := E<(X) + i E=(X)

• nenumerické náhodné veličiny: nemá smysl

Rozptyl náhodného vektoru X = (X1, . . . , Xn): DX := (DX1, . . . ,DXn)

Je-li U náhodná veličina, a, b ∈ R, pak aU + b má charakteristiky

E (aU + b) = aEU + b , D (aU + b) = a2 DU .

Na rozd́ıl od jednorozměrné náhodné veličiny, středńı hodnota a rozptyl náhodného vektoru
nedávaj́ı dostatečnou informaci pro výpočet rozptylu jeho lineárńıch funkćı. Proto zavád́ıme
daľśı charakteristiky. Např.

E (X + Y ) = EX + EY ,

D (X + Y ) = E
(

(X + Y )
2
)
− (E (X + Y ))

2

= E
(
X2 + Y 2 + 2X Y

)
− (EX + EY )

2

= E
(
X2
)

+ E
(
Y 2
)

+ 2 E (X Y )−
(

(EX)
2

+ (EY )
2

+ 2 EX EY
)

= E
(
X2
)
− (EX)

2︸ ︷︷ ︸
DX

+ E
(
Y 2
)
− (EY )

2︸ ︷︷ ︸
DY

+2 (E (X Y )− EX EY︸ ︷︷ ︸
cov(X,Y )

)

= DX + DY + 2 cov(X,Y ) ,

kde cov(X,Y ) := E (X Y ) − EX EY je kovariance náhodných veličin X,Y . Ekvivalentně ji
lze definovat

cov(X,Y ) = E ((X − EX) (Y − EY )) ,

nebot’

E ((X − EX) (Y − EY )) = E (X Y −X EY − Y EX + EX EY )

= E (X Y )− EX EY −EX EY + EX EY︸ ︷︷ ︸
0

.
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(Prvńı vzorec je vhodněǰśı pro výpočet.)
Pro existenci kovariance je postačuj́ıćı existence rozptyl̊u DX,DY .
Vlastnosti kovariance:
cov(X,X) = DX, cov(Y,X) = cov(X,Y ),
cov(aX + b, c Y + d) = a c cov(X,Y ) (a, b, c, d ∈ R)
(srovnejte s vlastnostmi rozptylu jako speciálńıho př́ıpadu),
speciálně cov(X,−X) = −DX.
Pro nezávislé náhodné veličiny X,Y je cov(X,Y ) = 0.

Použit́ım kovariance pro normované náhodné veličiny vyjde korelace:

%(X,Y ) = cov(normX,normY ) =
cov(X,Y )

σX σY
= E (normX · normY )

(předpokládáme, že směrodatné odchylky ve jmenovateli jsou nenulové).
Speciálně %(X,X) = 1.
Vlastnosti korelace:
%(X,X) = 1, %(X,−X) = −1, %(X,Y ) ∈ 〈−1, 1〉,
%(Y,X) = %(X,Y ),
%(aX + b, cY + d) = sign (ac) %(X,Y ) (a, b, c, d ∈ R, a 6= 0 6= c)
(až na znaménko nezálež́ı na prosté lineárńı transformaci).
Důsledek: %(aX + b,X) = sign (a).
Jsou-li náhodné veličiny X,Y nezávislé, je %(X,Y ) = 0. Obrácená implikace však neplat́ı(neńı
to postačuj́ıćı podmı́nka pro nezávislost). Náhodné veličinyX,Y splňuj́ıćı %(X,Y ) = 0 nazýváme
nekorelované.
Pro náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn) je definována kovariančńı matice

ΣX =


cov(X1, X1) cov(X1, X2) · · · cov(X1, Xn)
cov(X2, X1) cov(X2, X2) · · · cov(X2, Xn)

...
...

. . .
...

cov(Xn, X1) cov(Xn, X2) · · · cov(Xn, Xn)



=


DX1 cov(X1, X2) · · · cov(X1, Xn)

cov(X1, X2) DX2 · · · cov(X2, Xn)
...

...
. . .

...
cov(X1, Xn) cov(X2, Xn) · · · DXn

 .
Je symetrická pozitivně semidefinitńı, na diagonále má rozptyly.
Podobně je definována korelačńı matice

%X =


1 %(X1, X2) · · · %(X1, Xn)

%(X1, X2) 1 · · · %(X2, Xn)
...

...
. . .

...
%(X1, Xn) %(X2, Xn) · · · 1

 .
Je symetrická pozitivně semidefinitńı.
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4.21.1 Vı́cerozměrné normálńı rozděleńı N(µ,Σ)

popisuje speciálńı př́ıpad náhodného vektoru, jehož složky maj́ı normálńı rozděleńı a mohou
být korelované. Má hustotu

fN(µ,Σ)(t) :=
1√

(2π)
n

detT−1
exp

(
−1

2
(t− µ)

T
T (t− µ)

)
,

kde t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn,
µ = (µ1, . . . , µn) ∈ Rn,
T ∈ Rn×n je matice, BÚNO symetrická.
Parametry rozděleńı:
µ = (µ1, . . . , µn) ∈ Rn je středńı hodnota náhodného vektoru,
Σ := T−1 je kovariančńı matice, speciálně jej́ı hlavńı diagonála
(Σ11,Σ22, . . . ,Σnn) ∈ Rn je rozptyl náhodného vektoru,
marginálńı rozděleńı i-té složky je N(µi,Σii);
pomoćı těchto parametr̊u ṕı̌seme

fN(µ,Σ)(t) :=
1√

(2π)
n

det Σ
exp

(
−1

2
(t− µ)

T
Σ−1 (t− µ)

)
.

4.22 Lineárńı prostor náhodných veličin

(Ω,A, P ) pravděpodobnostńı prostor,
L lineárńı prostor všech náhodných veličin na (Ω,A, P ), tj. A-měřitelných funkćı Ω→ R,
sč́ıtáńı náhodných veličin a jejich násobeńı reálným č́ıslem = operace s funkcemi (bod po bodu),
L2 lineárńı podprostor všech náhodných veličin z L, které maj́ı rozptyl,
• : L2 × L2 → R,

X • Y := E (X Y ) ,

je bilineárńı (=lineárńı v obou argumentech) a komutativńı operace, skalárńı součin (pokud
ztotožńıme náhodné veličiny X,Y , pro které P [X 6= Y ] = 0; za prvky prostoru pak považujeme
tř́ıdy ekvivalence mı́sto jednotlivých náhodných veličin.),

||X|| :=
√
X •X =

√
E (X2)

je norma,

d(X,Y ) := ||X − Y || =
√

E
(

(X − Y )
2
)

je metrika (vzdálenost)
(bez předchoźıho ztotožněńı pouze pseudometrika, mohla by být nulová i pro X 6= Y .)
L2 lze rozložit na 2 ortogonálńı podprostory:
R = jednodimenzionálńı prostor všech konstatńıch náhodných veličin (tj. s Diracovým rozděleńım),
N = prostor všech náhodných veličin s nulovou středńı hodnotou.
EX je kolmý pr̊umět X do R(pokud ztotožňujeme toto reálné č́ıslo s př́ıslušnou konstantńı
náhodnou veličinou, jinak souřadnice ve směru R),
X − EX je kolmý pr̊umět X do N ,
normX = X−EX

σX
je jednotkový vektor ve směru kolmého pr̊umětu X do N ,

σX = ||X − EX|| je vzdálenost X od R.
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Z kolmosti vektor̊u X − EX ∈ N , EX ∈ R a Pythagorovy věty plyne(1)

X •X = ||X||2 = ||X − EX||2 + ||EX||2 ,

E
(
X2
)

= DX + (EX)
2
.

4.22.1 Lineárńı podprostor N náhodných veličin s nulovými středńımi hodnotami

Speciálně pro náhodné veličiny z N :

σ2
X = X •X ,

σX = ||X|| ,
cov(X,Y ) = X • Y ,

%(X,Y ) =
cov(X,Y )

σX σY
=

X • Y
||X|| ||Y ||

= cos∠(X,Y ) .

Důsledek: Náhodné veličiny X,Y s nulovými středńımi hodnotami jsou ortogonálńı,
právě když jsou nekorelované.
Obecně v L2

%(X,Y ) je kosinus úhlu pr̊umět̊u X,Y do N ,
cov(X,Y ) = X • Y − EX EY je skalárńı součin pr̊umět̊u X,Y do N .

4.22.2 Lineárńı regrese

Úloha: Je dán náhodný vektor X = (X1, . . . , Xn) a náhodná veličina Y .
(Předpokládáme, že všechny náhodné veličiny jsou z L2). Máme naj́ıt takové koeficienty c1, . . . , cn,
aby lineárńı kombinace

∑
i

ciXi byla co nejlepš́ı aproximaćı náhodné veličiny Y ve smyslu

kritéria ∣∣∣∣∣∣∑
k

ckXk − Y
∣∣∣∣∣∣ .

Řešeńı: K vektoru Y hledáme nejbližš́ı bod v lineárńım podprostoru, který je lineárńım obalem
vektor̊u X1, . . . , Xn; řešeńım je kolmý pr̊umět. Ten je charakterizován t́ım, že vektor

∑
i

ciXi−Y

je kolmý na Xj , j = 1, . . . , n, (∑
k

ckXk − Y
)
•Xj = 0 ,

∑
i

ci (Xi •Xj) = Y •Xj .

To je soustava lineárńıch rovnic pro neznámé koeficienty c1, . . . , cn (soustava normálńıch
rovnic).

Speciálně pro náhodné veličiny s nulovými středńımi hodnotami:∑
i

ci cov (Xi, Xj) = cov (Y,Xj) ,

takže matice soustavy je kovariančńı matice ΣX .
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4.23 Reprezentace náhodných vektor̊u v poč́ıtači

Obdobná jako u náhodných veličin, avšak s rostoućı dimenźı rychle roste pamět’ová náročnost.
To by se nestalo, kdyby náhodné veličiny byly nezávislé; pak by stačilo znát marginálńı
rozděleńı.
Proto velkou úsporu může přinést i podmı́něná nezávislost.
Pokud najdeme úplný systém jev̊u, které zajǐst’uj́ı podmı́něnou nezávislost dvou náhodných
veličin, pak můžeme jejich rozděleńı popsat jako směs rozděleńı nezávislých náhodných veličin
(a tedy úsporněji).

4.24 Čebyševova nerovnost

Věta:

∀δ > 0 : P [|normX| < δ] ≥ 1− 1

δ2
,

kde normX = X−EX
σX

(pokud má výraz smysl).
Důkaz pomoćı kvantilové funkce:

D (normX)︸ ︷︷ ︸
1

= E
(

(normX)
2
)
− (E (normX))

2︸ ︷︷ ︸
0

,

1 = E
(

(normX)
2
)

= EY ,

kde Y = (normX)
2
. Odhad pravděpodobnosti β = P [|normX| < δ] = P [Y < δ2] = FY (δ2−):

1 = EY =

1∫
0

qY (α) dα =

β∫
0

qY (α)︸ ︷︷ ︸
≥0

dα+

1∫
β

qY (α)︸ ︷︷ ︸
≥δ2

dα ≥ (1− β) δ2 ,

β ≥ 1− 1

δ2
.

Důkaz pomoćı směsi: Vyjádř́ıme Y = (normX)
2

= Mixβ(L,U), kde
L nabývá pouze hodnot z 〈0, δ2),
U nabývá pouze hodnot z 〈δ2,∞), takže EU ≥ δ2,
β = FY (δ2).

1 = EY = β EL︸︷︷︸
≥0

+ (1− β) EU︸︷︷︸
≥δ2

≥ (1− β) δ2 .

Rovnost nastává pro U = δ2, L = 0, tj. pro diskrétńı rozděleńı
{(EX − δ σX , 1−β

2 ), (EX,β), (EX + δ σX ,
1−β

2 )}.

Ekvivalentńı tvary (ε = δ σX):

∀δ > 0 : P

[∣∣∣∣X − EX

σX

∣∣∣∣ ≥ δ] ≤ 1

δ2
,

∀ε > 0 : P [|X − EX| ≥ ε] ≤ σ2
X

ε2
=

DX

ε2
.
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5 Základńı pojmy statistiky

5.1 K čemu potřebujeme statistiku

Zkoumáńı společných vlastnost́ı velkého počtu obdobných jev̊u.
Přitom nezkoumáme všechny, ale jen vybraný vzorek (kv̊uli ceně test̊u, jejich destruktivnosti
apod.).

• Odhady parametr̊u pravděpodobnostńıho modelu

• Testováńı hypotéz

Pot́ıže statistického výzkumu – viz [Rogalewicz].

5.2 Pojem náhodného výběru, odhady

Soubor

• základńı (=populace)

• výběrový

Náhodný výběr jednoho prvku základńıho souboru (s rovnoměrným rozděleńım) a stanoveńı
určitého parametru tohoto prvku určuje rozděleńı náhodné veličiny.
Opakovaným výběrem dostaneme náhodný vektor, jehož složky maj́ı stejné rozděleńı a jsou
nezávislé.
Takto vytvoř́ıme výběrový soubor rozsahu n, obvykle však vylouč́ıme v́ıcenásobný výběr
stejného prvku (výběr bez vraceńı). Jeho rozděleńı se může poněkud lǐsit od p̊uvodńıho. Tento
rozd́ıl se obvykle zanedbává, nebot’

1. pro velký rozsah základńıho souboru to neńı podstatné,

2. rozsah základńıho souboru někdy neńı znám,

3. výpočty se značně zjednoduš́ı.
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Přesnost odhadu je dána velikost́ı výběrového souboru, nikoli populace.

Náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) je vektor náhodných veličin, které jsou nezávislé a maj́ı
stejné rozděleńı.
(Vynecháváme indexy, např. FX mı́sto FXk .)
Provedeńım pokusu dostaneme realizaci náhodného výběru,
x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,
kde n je rozsah výběru.

Statistika je (každá) měřitelná funkceG, definovaná na náhodném výběru libovolného rozsahu.
(Poč́ıtá se z náhodných veličin výběru, nikoli z parametr̊u rozděleńı.)

”
Měřitelná“ znamená, že pro každé t ∈ R je definována pravděpodobnost

P [G(X1, . . . , Xn) ≤ t] = FG(X1,...,Xn)(t) .

Statistika jako funkce náhodných veličin je rovněž náhodná veličina.
Obvykle se použ́ıvá jako odhad parametr̊u rozděleńı (které nám z̊ustávaj́ı skryté).
Značeńı:
ϑ ... skutečný parametr (reálné č́ıslo),

Θ̂, Θ̂n ... jeho odhad založený na náhodném výběru rozsahu n (náhodná veličina)

ϑ̂, ϑ̂n ... realizace odhadu (obvykle reálné č́ıslo)
Žádoućı vlastnosti odhad̊u:

• EΘ̂n = ϑ nestranný (opak: vychýlený)

• lim
n→∞

EΘ̂n = ϑ asymptoticky nestranný

• eficientńı = s malým rozptylem, což posuzujeme podle

E
(

(Θ̂n − ϑ)2
)

= DΘ̂n +
(

E(Θ̂n − ϑ)
)2

, pro nestranný odhad se redukuje na DΘ̂n

• nejlepš́ı nestranný odhad je ze všech nestranných ten, který je nejv́ıce eficientńı (mohou
však existovat v́ıce eficientńı vychýlené odhady)

• lim
n→∞

EΘ̂n = ϑ, lim
n→∞

σΘ̂n
= 0 konzistentńı

• robustńı, tj. odolný v̊uči šumu (
”
i při zašuměných datech dostáváme dobrý výsledek“)

– zde už přesné kritérium chyb́ı, zato je to velmi praktická vlastnost

5.3 Výběrový pr̊uměr

z náhodného výběru X = (X1, . . . , Xn) je

X =
1

n

n∑
j=1

Xj

Alternativńı značeńı: Xn (pokud potřebujeme zd̊uraznit rozsah výběru)
Jeho realizaci znač́ıme malým ṕısmenem:

x =
1

n

n∑
j=1

xj .
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Věta:

EXn =
1

n

n∑
j=1

EX = EX ,

DXn =
1

n2

n∑
j=1

DX =
1

n
DX ,

σXn
=

√
1

n
DX =

1√
n
σX ,

pokud existuj́ı. (Zde EX = EXj atd.)
Důsledek: Výběrový pr̊uměr je nestranný konzistentńı odhad středńı hodnoty.
(Nezávisle na typu rozděleńı.)
Čebyševova nerovnost pro Xn dává

P
[∣∣Xn − EX

∣∣ ≥ ε] ≤ DXn

ε2
=

DX

nε2
→ 0 pro n→∞ .

To plat́ı i za obecněǰśıch předpoklad̊u (Xj nemuśı mı́t stejné rozděleńı) – slabý zákon velkých
č́ısel.
Lidově se hovoř́ı o

”
přesném součtu nepřesných č́ısel“, což je chyba, nebot’ součet

∑n
j=1Xj má

rozptyl nDX →∞. Relativńı chyba součtu klesá, absolutńı roste.

Rozděleńı výběrového pr̊uměru může být podstatně složitěǰśı než p̊uvodńı, jen ve speciálńıch
př́ıpadech je jednoduchá odpověd’.

Věta: Výběrový pr̊uměr z normálńıho rozděleńı N(µ, σ2) má normálńı rozděleńı N
(
µ, 1

nσ
2
)

a je nejlepš́ım nestranným odhadem středńı hodnoty.

Podobná věta plat́ı i pro jiná rozděleńı alespoň asymptoticky:

Centrálńı limitńı věta: Necht’ Xj , j ∈ N, jsou nezávislé stejně rozdělené náhodné veličiny
se středńı hodnotou EX a směrodatnou odchylkou σX 6= 0. Pak normované náhodné veličiny

Yn = normXn =

√
n

σX
(Xn − EX)

konverguj́ı k normovanému normálńımu rozděleńı v následuj́ıćım smyslu:

∀t ∈ R : lim
n→∞

FYn(t) = lim
n→∞

FnormXn
(t) = Φ(t) .

5.4 Výběrový rozptyl

náhodného výběru X = (X1, . . . , Xn) je statistika

S2
X =

1

n− 1

n∑
j=1

(Xj −Xn)2 .

Alternativńı značeńı: S2 (Dvojka v horńım indexu zde neznamená kvadrát!)
Jeho realizaci znač́ıme malým ṕısmenem:

s2
x =

1

n− 1

n∑
j=1

(xj − xn)2 .
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Praktičtěǰśı jednopr̊uchodový vzorec:

S2
X =

1

n− 1

n∑
j=1

X2
j −

n

n− 1
X

2

n =
1

n− 1

n∑
j=1

X2
j −

1

n (n− 1)

( n∑
j=1

Xj

)2

.

Věta:
ES2

X = DX.

Důkaz: Z jednopr̊uchodového vzorce pro S2
X dostáváme

ES2
X =

n

n− 1
EX2 − n

n− 1
EX

2

n =
n

n− 1

(
DX + (EX)

2 −DXn −
(
EXn

)2)
=

=
n

n− 1

(
DX + (EX)

2 − 1

n
DX − (EX)

2

)
= DX .

Věta: Výběrový rozptyl je nestranný konzistentńı odhad rozptylu (pokud p̊uvodńı rozděleńı
má rozptyl a 4. centrálńı moment).

Rozděleńı výběrového rozptylu může být podstatně složitěǰśı.

Speciálně pro rozděleńı N(0, 1) a n = 2:

X =
X1 +X2

2
, X1 −X = −(X2 −X) =

X1 −X2

2
má rozděleńı N

(
0, 1

2

)
,

S2
X = (X1 −X)2 + (X2 −X)2 = 2

(
X1 −X2

2

)2

=

(
X1 −X2√

2

)2

= U2 ,

kde U = X1−X2√
2

má rozděleńı N (0, 1). Tomu ř́ıkáme:

5.4.1 Rozděleńı χ2 s 1 stupněm volnosti

= rozděleńı náhodné veličiny V = U2, kde U má normované normálńı rozděleńı N(0, 1).
Značeńı: χ2(1). (Toto rozděleńı neńı zvykem normovat.)

EV = EU2 = DU︸︷︷︸
1

+( EU︸︷︷︸
0

)2 = 1 ,

DV = 2 . (bez d̊ukazu)

Pro t > 0 vycháźı distribučńı funkce

FV (t) = P [V ≤ t] = P [−
√
t ≤ U ≤

√
t] = 2P [0 ≤ U ≤

√
t] =

= 2
(

Φ(
√
t)− Φ(0)

)
= 2

∫ √t
0

e−
u2

2 du ,

hustota

fV (t) = F ′V (t) =
(

2 Φ(
√
t)
)′

= 2 (
√
t)′Φ′(

√
t) =

1√
t
ϕ(
√
t) =

1√
2π t

e
−t
2 .

Zobecněńı:
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5.4.2 Rozděleńı χ2 s η stupni volnosti

= rozděleńı náhodné veličiny Y =
η∑
j=1

Vj , kde Vj jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım

χ2(1)

= rozděleńı náhodné veličiny Y =
η∑
j=1

U2
j , kde Uj jsou nezávislé náhodné veličiny s normo-

vaným normálńım rozděleńım N(0, 1).
Značeńı: χ2(η).

EY = E

η∑
j=1

Vj =

η∑
j=1

EVj︸︷︷︸
1

= η ,

DY = D

η∑
j=1

Vj =

η∑
j=1

DVj︸︷︷︸
2

= 2 η .

Věta: Necht’ X,Y jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım χ2(ξ), resp. χ2(η). Pak X+Y
má rozděleńı χ2(ξ + η).
Hustota

fY (y) =

{
c(η) y

η
2−1 e

−y
2 pro y > 0 ,

0 jinak ,

c(η) =
1

2
η
2 Γ
(
η
2

) ,
Γ(z) =

∞∫
0

tz−1 e−t dt ,

speciálně Γ(m+ 1) = m! pro všechna m ∈ N.
Speciálně pro η = 2 je c(η) = 1/2 a dostáváme exponenciálńı rozděleńı.

Hustoty rozděleńı χ2 s 1, 2, . . . , 10 stupni volnosti a jeho odmocniny (
”
vzdálenost od středu

terče“).

5.4.3 Výběrový rozptyl

z normálńıho rozděleńı N(EX,DX) splňuje:

(n− 1) S2
X

DX
má rozděleńı χ2(n− 1) .
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3
Rozděleńı odhadu rozptylu pomoćı vyběrového rozptylu S2

X pro rozsah výběru 2, 3, . . . , 10 a
3 = 21 + 1, 22 + 1, . . . , 27 + 1 = 129.

Důsledek: Rozptyl výběrového rozptylu z normálńıho rozděleńı N(EX,DX) je

DS2
X =

2

n− 1
(DX)

2
.

Věta: Pro náhodný výběr X = (X1, . . . , Xn) z normálńıho rozděleńı je X nejlepš́ı nestranný
odhad středńı hodnoty, S2

X je nejlepš́ı nestranný odhad rozptylu a statistiky X, S2
X jsou kon-

zistentńı a nezávislé.

Existuje však vychýlený odhad rozptylu, který je eficientněǰśı:

5.4.4 Alternativńı odhad rozptylu

D̂X =
1

n

n∑
j=1

(Xj −Xn)2 =
n− 1

n
S2
X .

Věta: D̂X je vychýlený konzistentńı odhad rozptylu.
Důkaz:

ED̂X =
n− 1

n
DX → DX ,

D̂X má rozptyl menš́ı než S2
X , a to v poměru

(
n−1
n

)2
.

Eficienci nemůžeme porovnat obecně; aspoň pro normálńı rozděleńı:

1. eficience odhadu S2
X :

DS2
X =

2

n− 1
(DX)

2
.

2. eficience odhadu D̂X (DX je konstanta):

E(D̂X −DX)2 = D
(

D̂X −DX
)

+
(

E
(

D̂X −DX
))2

=

= D
(

D̂X
)

+

(
1

n
DX

)2

=

=

(
n− 1

n

)2
2

n− 1
(DX)

2
+

1

n2
(DX)

2
=

2n− 1

n2
(DX)

2
,

a protože
2n− 1

n2
<

2

n
<

2

n− 1
,

je odhad D̂X v́ıce eficientńı než S2
X (který je nejlepš́ı nestranný!).

38



5.5 Výběrová směrodatná odchylka

náhodného výběru X = (X1, . . . , Xn) je statistika

SX =
√
S2
X =

√√√√ 1

n− 1

n∑
j=1

(Xj −Xn)2.

Alternativńı značeńı: S
Jej́ı realizaci znač́ıme malým ṕısmenem:

sx =

√√√√ 1

n− 1

n∑
j=1

(xj − xn)2 .

Věta:
ESX ≤ σX .

Rovnost obecně nenastává, takže to neńı nestranný odhad směrodatné odchylky!
Důkaz:

DX = ES2
X = (ESX)

2
+ DSX︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ (ESX)
2
,

σX ≥ ESX .

Věta: Výběrová směrodatná odchylka je konzistentńı odhad směrodatné odchylky (pokud
p̊uvodńı rozděleńı má rozptyl a 4. centrálńı moment).

5.6 Výběrový k-tý obecný moment

náhodného výběru X = (X1, . . . , Xn) je statistika

MXk =
1

n

n∑
j=1

Xk
j .

Alternativńı značeńı: Mk

Jeho realizaci znač́ıme malým ṕısmenem:

mXk =
1

n

n∑
j=1

xkj .

Věta:
EMXk = EXk .

(Tj. je to nestranný odhad k-tého obecného momentu.)
Věta: Výběrový k-tý obecný moment je konzistentńı odhad k-tého obecného momentu (pokud
X má k-tý a 2 k-tý obecný moment).
Důkaz:

DMXk =
1

n2
nDXk =

1

n
DXk =

1

n

(
E(Xk)2 − (EXk)2

)
=

1

n

(
EX2 k − (EXk)2

)
.
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5.7 Histogram a empirické rozděleńı

V (nenáhodném) vektoru x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn (źıskaném např. jako realizace náhodného
výběru) nezálež́ı na pořad́ı složek (ale zálež́ı na jejich opakováńı). Úsporněji je popsán množinou
hodnot H = {x1, . . . , xn} (ta má nejvýše n prvk̊u, obvykle méně) a jejich četnostmi nt, t ∈ H.
Tato data obvykle znázorňujeme tabulkou četnost́ı nebo grafem zvaným histogram.
Normováńım dostaneme relativńı četnosti rt = nt

n , t ∈ H. Jelikož
∑
t∈H rt = 1, definuj́ı

relativńı četnosti pravděpodobnostńı funkci pEmp(x)(t) = rt tzv. empirického rozděleńı
Emp(x). Je to diskrétńı rozděleńı s nejvýše n hodnotami charakterizuj́ıćı vektor x.

5.7.1 Vlastnosti empirického rozděleńı

(Indexem Emp(x) označujeme parametry jakékoli náhodné veličiny, která má toto rozděleńı.)

E Emp(x) =
∑
t∈H

t rt =
1

n

∑
t∈H

t nt =
1

n

n∑
i=1

xi = x ,

E (Emp(x))
k

=
∑
t∈H

tk rt =
1

n

∑
t∈H

tk nt =
1

n

n∑
i=1

xki .

D Emp(x) =
∑
t∈H

(t− E Emp(x))
2
rt =

1

n

∑
t∈H

(t− x)
2
nt

=
1

n

n∑
i=1

(xi − x)
2

=
n− 1

n
s2
x .

Obecné momenty empirického rozděleńı se rovnaj́ı výběrovým moment̊um p̊uvodńıho rozděleńı.
Výpočet z histogramu (z empirického rozděleńı) může být jednodušš́ı než z p̊uvodńı realizace
náhodného výběru (pokud se opakuj́ı stejné hodnoty).

Rozptyl empirického rozděleńı odpov́ıdá odhadu D̂X = n−1
n S2

X rozptylu p̊uvodńıho rozděleńı,
odlǐsnému od S2

X .

5.8 Výběrový medián

je medián empirického rozděleńı, qEmp(x)(
1
2 ). Poskytuje jinou informaci než výběrový pr̊uměr,

mnohdy užitečněǰśı (mj. robustněǰśı – odolněǰśı v̊uči vlivu vychýlených hodnot, outliers).
Nav́ıc v́ıme, jak se změńı monotonńı funkćı.
Proč se použ́ıvá méně než výběrový pr̊uměr:

• Výpočetńı náročnost je vyšš́ı; seřazeńı hodnot má pracnost úměrnou n lnn, zat́ımco
výběrový pr̊uměr n.

• Pamět’ová náročnost je vyšš́ı – potřebujeme zapamatovat všechna data, u výběrového
pr̊uměru stač́ı 2 registry.

• Možnosti decentralizace a paralelizace výpočtu výběrového mediánu jsou velmi omezené.
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5.9 Intervalové odhady

Dosud jsme skutečnou hodnotu parametru ϑ nahrazovali bodovým odhadem Θ̂ (což je
náhodná veličina). Nyńı mı́sto toho hledáme intervalový odhad, tzv. interval spolehli-
vosti I, což je minimálńı interval takový, že

P [ϑ ∈ I] ≥ 1− α ,

kde α ∈ (0, 1
2 ) je pravděpodobnost, že meze intervalu I budou překročeny; 1−α je koeficient

spolehlivosti. Obvykle hledáme horńı, resp. dolńı jednostranný odhad, kdy

I = (−∞, qΘ̂(1− α)〉, resp. I = 〈qΘ̂(α),∞) ,

nebo (symetrický) oboustranný odhad,

I =
〈
qΘ̂

(α
2

)
, qΘ̂

(
1− α

2

)〉
.

K tomu potřebujeme znát rozděleńı odhadu Θ̂.

5.10 Intervalové odhady parametr̊u normálńıho rozděleńı N(µ, σ2)

5.10.1 Odhad středńı hodnoty při známém rozptylu σ2

µ odhadneme výběrovým pr̊uměrem X s rozděleńım N
(
µ, σ

2

n

)
.

Normovaná náhodná veličina normX =
√
n
σ (X − µ), stejně jako −normX =

√
n
σ (µ−X) má

rozděleńı N(0, 1);

P

[√
n

σ
(µ−X) ∈ (−∞,Φ−1(1− α)〉

]
= 1− α

= P

[√
n

σ
(µ−X) ≤ Φ−1(1− α)

]
= P

[
µ ≤X +

σ√
n

Φ−1(1− α)

]
= P

[
µ ∈

(
−∞,X +

σ√
n

Φ−1(1− α)

〉]
.

Obdobně dostaneme i daľśı intervalové odhady(
−∞,X +

σ√
n

Φ−1(1− α)

〉
,〈

X − σ√
n

Φ−1(1− α),∞
)
,〈

X − σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

)
,X +

σ√
n

Φ−1
(

1− α

2

)〉
,

kde X − σ√
n

Φ−1(1− α) = X + σ√
n

Φ−1(α)

(Φ−1(α) = −Φ−1(1− α) ovšem nebývá v tabulkách).
Při výpočtu nahrad́ıme výběrový pr̊uměr X jeho realizaćı x.
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5.10.2 Odhad středńı hodnoty při neznámém rozptylu

µ odhadneme výběrovým pr̊uměrem X s rozděleńım N
(
µ, σ

2

n

)
,

σ2 odhadneme výběrovým rozptylem S2
X ;

(n−1)S2
X

σ2 má rozděleńı χ2(n− 1).

Testujeme analogicky náhodnou veličinu
√
n

SX
(X − µ), jej́ı rozděleńı však neńı normálńı, ačkoli

X, SX jsou nezávislé.

5.10.3 Studentovo t-rozděleńı (autor: Gossett)

s η stupni volnosti je rozděleńı náhodné veličiny

U√
V
η

,

kde U má rozděleńı N(0, 1),
V má rozděleńı χ2(η),
U, V jsou nezávislé.
Značeńı: t(η).
Hustota:

ft(η) (x) = c (η)

(
1 +

x2

η

)− 1+η
2

,

c (η) =
Γ
(

1+η
2

)
√
η π Γ

(
η
2

) .
Symetrie kolem nuly ⇒ qt(η)(1− α) = −qt(η)(α).
Pro velký počet stupň̊u volnosti se nahrazuje normálńım rozděleńım.

Hustota normovaného normálńıho rozděleńı a Studentova rozděleńı s 5 stupni volnosti
(p̊uvodńıho a normovaného).
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5.10.4 Odhad středńı hodnoty při neznámém rozptylu II

V našem př́ıpadě:

U =

√
n

σ
(X − µ) má N(0, 1) ,

V =
(n− 1)S2

X

σ2
má χ2(n− 1) , η = n− 1 ,

U√
V
η

=

√
n
σ (X − µ)√

S2
X

σ2

=

√
n

SX
(X − µ) má t(n− 1) .

Z toho vyplývaj́ı intervalové odhady(
−∞,X +

SX√
n
qt(n−1)(1− α)

〉
,〈

X − SX√
n
qt(n−1)(1− α),∞

)
,〈

X − SX√
n
qt(n−1)(1− α

2 ),X +
SX√
n
qt(n−1)(1− α

2 )

〉
.

Při výpočtu nahrad́ıme výběrový pr̊uměr X jeho realizaćı x a výběrovou směrodatnou odchylku
SX jej́ı realizaćı sx.

5.10.5 Odhad rozptylu

σ2 odhadneme výběrovým rozptylem S2
X ;

(n−1)S2
X

σ2 má rozděleńı χ2(n− 1);

P

[
(n− 1)S2

X

σ2
∈ (−∞, qχ2(n−1)(1− α)〉

]
= 1− α

= P

[
(n− 1)S2

X

σ2
≤ qχ2(n−1)(1− α)

]
= P

[
(n− 1)S2

X

qχ2(n−1)(1− α)
≤ σ2

]
= P

[
σ2 ∈

〈
(n− 1)S2

X

qχ2(n−1)(1− α)
,∞
)]

.

Dostali jsme dolńı odhad.
Obdobně dostaneme i daľśı intervalové odhady(

−∞, (n− 1)S2
X

qχ2(n−1)(α)

〉
,〈

(n− 1)S2
X

qχ2(n−1)(1− α)
,∞
)
,〈

(n− 1)S2
X

qχ2(n−1)

(
1− α

2

) , (n− 1)S2
X

qχ2(n−1)

(
α
2

)〉 .

Při výpočtu nahrad́ıme výběrový rozptyl S2
X jeho realizaćı s2

x.
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5.10.6 Intervalové odhady spojitých rozděleńı, která nejsou normálńı

převád́ıme obvykle na normálńı rozděleńı nelineárńı transformaćı

h(t) = Φ−1(FX(t))

(FX(X) má rovnoměrné rozděleńı na 〈0, 1〉).
Použijeme intervalový odhad pro normálńı rozděleńı a transformujeme jej zpět podle vzorce

h−1(u) = q−1
X (Φ(u)) .

5.11 Obecné odhady parametr̊u

Rozděleńı náhodné veličiny X záviśı na vektoru parametr̊u ϑ = (ϑ1, . . . , ϑi) ∈ Π, kde Π ⊆ Ri je
parametrický prostor, tj. množina všech př́ıpustných hodnot parametr̊u; pravděpodobnostńı
funkci znač́ıme pX(t;ϑ) = pX(t;ϑ1, . . . , ϑi) atd.

Hledáme odhad Θ̂ = (Θ̂1, . . . , Θ̂i), resp. realizaci odhadu ϑ̂ = (ϑ̂1, . . . , ϑ̂i) pomoćı realizace
x = (x1, . . . , xn).

5.11.1 Metoda moment̊u

Pro k = 1, 2, . . . je k-tý obecný moment funkćı ϑ,

EXk(ϑ) = EXk(ϑ1, . . . , ϑi)

(závislost na parametrech lze stanovit dle pravděpodobnostńıho modelu).
Lze jej též odhadnout pomoćı výběrového k-tého obecného momentu mXk .
Metoda moment̊u doporučuje realizaci odhadu ϑ̂ = (ϑ̂1, . . . , ϑ̂i) takovou, že

EXk(ϑ̂1, . . . , ϑ̂i) = mXk =
1

n

n∑
j=1

xkj , k = 1, 2, . . . .

K jednoznačnému určeńı i proměnných obvykle potřebujeme (prvńıch) i rovnic pro k =
1, 2, . . . , i.

Použitelnost metody moment̊u
Možné problémy:

1. Řešeńı neexistuje ⇒ zkusme ubrat rovnice.

2. Je nekonečně mnoho řešeńı ⇒ zkusme přibrat daľśı rovnice.

3. Je v́ıce než jedno řešeńı (např. soustavy kvadratických rovnic).

4. Je jediné řešeńı, ale je obt́ıžné je nalézt.

5. Soustava je špatně podmı́něná (typicky pro velký počet parametr̊u).

6. Našli jsme jediné řešeńı, které však nesplňuje předpoklady, ϑ̂ /∈ Π (např. parametry
nemohou být libovolná č́ısla) ⇒ NELZE! Vždy kontrolujte řešeńı!
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7. Všem rovnićım je přikládána stejná d̊uležitost, což bývá nežádoućı (typicky pro velký
počet parametr̊u).

8. Nelze použ́ıt pro nenumerická data (pokud je nelze smysluplně oč́ıslovat).

Výhoda:

1. Lze použ́ıt pro diskrétńı, spojité i smı́̌sené rozděleńı beze změn.

5.11.2 Metoda maximálńı věrohodnosti (likelihood)

Pro diskrétńı rozděleńı Pravděpodobnost realizace,

pX(x;ϑ) = P [X1 = x1 ∧ . . . ∧Xn = xn;ϑ]

=

n∏
j=1

P [Xj = xj ;ϑ] =

n∏
j=1

pX(xj ;ϑ) = L(ϑ) ,

je funkce L : Π → 〈0, 1〉, Π ⊆ Ri, parametr̊u ϑ = (ϑ1, . . . , ϑi), zvaná věrohodnost realizace
diskrétńıho rozděleńı.
Řešeńım jsou takové hodnoty ϑ̂ = (ϑ̂1, . . . , ϑ̂i), které maximalizuj́ı věrohodnost.
Maximalizujeme bud’ věrohodnost, nebo jej́ı logaritmus (log-likelihood),

`(ϑ) = lnL(ϑ) =

n∑
j=1

ln pX(xj ;ϑ) .

(Nutno vyloučit př́ıpad pX(xj ;ϑ) = 0, který však nevede na maximum.)

Př́ıklad: Empirické rozděleńı je maximálně věrohodný odhad diskrétńıho rozděleńı (pokud na
rozděleńı nejsou kladeny daľśı podmı́nky).
Poznámka: Odhad na základě maxima věrohodnosti odpov́ıdá Bayesovskému odhadu ve
speciálńım př́ıpadě, kdy všechny hodnoty parametr̊u maj́ı stejnou apriorńı pravděpodobnost
(resp. hustotu pravděpodobnosti). Použ́ıvá se, pokud apriorńı pravděpodobnosti parametr̊u
neznáme.

Pro spojité rozděleńı
Každá realizace má nulovou pravděpodobnost, proto mı́sto ńı použijeme hustotu pravděpo-

dobnosti, což ale vede na zcela jiný pojem

fX(x;ϑ) =

n∏
j=1

fX(xj ;ϑ) = Λ(ϑ) .

Nicméně i tato funkce Λ: Π→ 〈0,∞), Π ⊆ Ri, se nazývá věrohodnost realizace spojitého
rozděleńı.
Pro korektńı definici potřebujeme spojitou hustotu (alespoň na oboru hodnot, jichž náhodná
veličina nabývá); taková hustota je nejvýše jedna.

λ(ϑ) = ln Λ(ϑ) =

n∑
j=1

ln fX(xj ;ϑ) .

(Nutno vyloučit př́ıpad fX(xj ;ϑ) = 0, který však nevede na maximum.)
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Pro smı́̌sené rozděleńı
neńı věrohodnost definována!

Použitelnost metody maximálńı věrohodnosti
Možné problémy:

1. Je v́ıce než jedno řešeńı. (Může se stát, že r̊uzné hodnoty parametr̊u popisuj́ı totéž
rozděleńı – vad́ı to?)

2. Řešeńı neexistuje (to se může stát jedině když věrohodnostńı funkce je nespojitá nebo
parametrický prostor neuzavřený).

3. Je jediné řešeńı, ale je obt́ıžné je nalézt. (Lokálńı extrémy nemuśı být globálńı.)

4. Soustava je špatně podmı́něná.

5. Hodnoty věrohodnosti mohou být velmi malé.

6. Nelze použ́ıt pro smı́̌sené rozděleńı!

Výhody:

1. Hledáńı optima je o něco snazš́ı než řešeńı soustavy rovnic.

2. Různým dat̊um je dán společný (srovnatelný) význam.

3. Lze použ́ıt i na nenumerická data.

Př́ıklad 2. Z realizace náhodného výběru x = (x1, . . . , xn) z normálńıho rozděleńı N
(
µ, σ2

)
odhadněte parametry µ a r = σ2.

Řešeńı: Metoda moment̊u: Použijeme prvńı dva obecné momenty,

EX = µ , EX2 = (EX)
2

+ DX = µ2 + σ2 = µ2 + r .

Pro odhady µ̂, r̂ máme soustavu rovnic

µ̂ =
1

n

n∑
j=1

xj ,

µ̂2 + r̂ =
1

n

n∑
j=1

x2
j .

Řešeńı:

µ̂ = x ,

r̂ =
1

n

n∑
j=1

x2
j − µ̂2 =

1

n

n∑
j=1

x2
j − x2 ,
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což je alternativńı (vychýlený konzistentńı) odhad rozptylu

D̂X =
1

n

n∑
j=1

(xj − x)
2

=
1

n

n∑
j=1

x2
j −

2

n
x

n∑
j=1

xj +
1

n

n∑
j=1

x2 =

=
1

n

n∑
j=1

x2
j − 2x2 + x2 =

1

n

n∑
j=1

x2
j − x2 = r̂ .

Metoda maximálńı věrohodnosti:

Λ (µ, r) =
∏
j

fN(µ,r)(xj) =

n∏
j=1

1√
2π r

exp

(
−(xj − µ)2

2 r

)
,

λ (µ, r) = ln Λ (µ, r) =
−1

2 r

n∑
j=1

(xj − µ)2 − n

2
ln r − n

2
ln 2π ,

∂

∂µ
λ (µ, r) =

1

r

n∑
j=1

(xj − µ) =
1

r

( n∑
j=1

xj − nµ
)

=
n

r
(x− µ) ,

∂

∂r
λ (µ, r) =

1

2 r2

n∑
j=1

(xj − µ)2 − n

2 r
=

n

2 r2

( 1

n

n∑
j=1

(xj − µ)2 − r
)
.

Maximum opět nastává pro

µ̂ = x ,

r̂ =
1

n

n∑
j=1

(xj − µ)2 =
1

n

n∑
j=1

(xj − x)
2

= D̂X .

Odhad parametr̊u směsi normálńıch rozděleńı
Úloha: Z realizace náhodného výběru (x1, ..., xn) určete maximálně věrohodný odhad směsi
normálńıch rozděleńı se středńımi hodnotami µk, k = 1, ...,K, stejným známým rozptylem
σ2 a koeficienty směsi (váhami) ck, k = 1, ...,K.
Pokus o řešeńı:

fX(t) =
∑
k

ck fN(µk,σ2)(t) =
∑
k

ck
1√

2π σ
exp

(
−(t− µk)2

2σ2

)
,

Λ(µ, c) =
∏
j

fX(xj) =
∏
j

∑
k

ck fN(µk,σ2)(xj) =

=
∏
j

(
1√

2π σ

∑
k

ck exp

(
−(xj − µk)2

2σ2

))
=

=

(
1√

2π σ

)n ∏
j

∑
k

ck exp

(
−(xj − µk)2

2σ2

)
,

λ(µ, c) =
∑
j

ln
∑
k

ck fN(µk,σ2)(xj) =

= −n ln
(√

2π σ
)

+
∑
j

ln
∑
k

ck exp

(
−(xj − µk)2

2σ2

)
.
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Věrohodnost se těžko maximalizuje př́ımo, použ́ıvá se iteračńı metoda:

EM algoritmus

EM (Expectation-Maximization) [Dempster, Laird, and Rubin 1977, M.I. Schlesinger 1968, US
Army ˜1950].
Stupeň př́ıslušnosti xj ke k-té složce směsi poṕı̌seme koeficientem αj,k ∈ 〈0, 1〉, přičemž

K∑
k=1

αj,k = 1 ,

n∑
j=1

αj,k > 0 .

1. Zvoĺıme náhodně r̊uzné středńı hodnoty složek směsi µk a nenulové koeficienty ck, k =
1, ...,K, splňuj́ıćı

∑
k ck = 1.

E. Stanov́ıme stupně př́ıslušnosti

αj,k :=
ck fN(µk,σ2)(xj)

K∑
k′=1

ck′ fN(µk′ ,σ
2)(xj)

=
ck exp

(
−(xj−µk)2

2σ2

)
K∑
k′=1

(
ck′ exp

(
−(xj−µk′ )2

2σ2

))
(jmenovatel je normalizačńı faktor).

M. Aktualizujeme koeficienty složek směsi

ck :=

n∑
j=1

αj,k

K∑
k′=1

n∑
j=1

αj,k′

=
1

n

n∑
j=1

αj,k

a středńı hodnoty složek jako těžǐstě hodnot realizace vážených stupni př́ıslušnosti,

µk :=

n∑
j=1

αj,k xj

n∑
j=1

αj,k

=

n∑
j=1

αj,k xj

n ck
.

2. Opakujeme EM, dokud to přináš́ı podstatnou změnu výsledk̊u.

Podobně lze postupovat i pro neznámé rozptyly jednotlivých složek směsi.
Věta: V pr̊uběhu EM algoritmu věrohodnost neklesá.

Toto je jen velmi speciálńı ukázka EM algoritmu; lze jej snadno rozš́ı̌rit na v́ıce dimenźı a jiné
typy směśı.
Použit́ı pro parametry směśı rozděleńı je typické, ne však jediné možné.
Problém: Uv́ıznut́ı v lokálńım extrému.
EM algoritmus rozšǐruje možnosti použit́ı metody maximálńı věrohodnosti.
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6 Testováńı hypotéz

6.1 Základńı pojmy a principy testováńı hypotéz

(doporučená literatura: [Jaroš a kol.])
Máme posoudit hypotézu o hodnotě nějakého parametru rozděleńı ϑ (pomoćı kritéria čili
testovaćı statistiky T , resp. jej́ı realizace t).

Předpoklad: Parametr ϑ nabývá pouze 2 hodnot, 0 pro
”
normálńı“ populaci, 1 pro

”
anomálńı“

prvky. O prvku máme rozhodnout, ke které skupině patř́ı (tj. odhadnout ϑ). K tomu použijeme
testovaćı statistiku T (resp. jej́ı realizaci t). Ta záviśı na ϑ. Předpokládejme, že obě skupiny maj́ı
známá rozděleńı statistiky T , která pro anomálńı skupinu nabývá

”
větš́ıch“ hodnot. (Některé

hodnoty statistiky T se mohou vyskytnout v obou skupinách, takže klasifikace nemůže být
bezchybná.) Zvoĺıme práh κ ∈ R a prvek klasifikujeme následovně:

pro T ≤ κ normálńı,

pro T > κ anomálńı.

Př́ıklad: Máme zastavit použ́ıváńı léku pro podezřeńı z nežádoućıch účink̊u?
Nulová hypotéza H0: Výrobce je nevinen, riziko se nezvyšuje.
Alternativńı hypotéza H1: Výrobce je vinen, riziko se zvyšuje.
Chyba 1. druhu (obvińıme nevinného): Zamı́tneme nulovou hypotézu, která plat́ı. Normálńı
je klasifikován jako anomálńı s pravděpodobnost́ı α(κ) (nerostoućı funkce κ).
Chyba 2. druhu (osvobod́ıme vinného): Nezamı́tneme nulovou hypotézu, která neplat́ı. Ano-
málńı je klasifikován jako normálńı s pravděpodobnost́ı β(κ) (neklesaj́ıćı funkce κ).
ROC křivka (angl. ROC curve, receiver operating characteristic) vyjadřuje závislost
pravděpodobnosti chyby prvńıho druhu α (vodorovně) a śıly testu 1− β (svisle), parametrem
křivky je kritická hodnota κ. Volbou kritické hodnoty se chceme co nejv́ıce přibĺıžit bodu (0, 1),
tj. bezchybné klasifikaci. Nicméně vybereme bod, v němž se pravděpodobnost chyby prvńıho
druhu rovná zvolenému č́ıslu α (tj. s danou vodorovnou souřadnićı).

10.750.50.250

1

0.75

0.5

0.25

0

a

1-b

Obrázek 1: Typický pr̊uběh ROC křivky

Možná kritéria pro volbu prahu κ:
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• α(κ) = β(κ),

• min
κ

(α(κ) + β(κ)),

• min
κ
e(α(κ), β(κ)), např. min

κ
(aα(κ) + b β(κ)), tj. minimalizace výplatńı funkce,

• α(κ) = předem zvolená malá hodnota.

Většinou se použ́ıvá posledńı možnost, a to z d̊uvod̊u

• technických (snazš́ı úloha),

• nepotřebujeme znát rozděleńı anomálńı skupiny,

• obvykle máme v́ıce než dvě možné hodnoty parametru, což situaci komplikuje.

Volbou př́ısnosti kritéria snižujeme riziko jedné chyby na úkor zvýšeńı rizika druhé chyby.

Dohodnuté východisko: Kritickou hodnotu testu κ stanov́ıme tak, aby chyba 1. druhu
nastávala s danou pravděpodobnost́ı α zvanou hladina významnosti (nebo s menš́ı prav-
děpodobnost́ı, nelze-li dosáhnout rovnost).

Podle tradice v oboru se nejčastěji už́ıvaj́ı hodnoty 1% nebo 5% (vždy α� 1
2 ).

Hodnoty kritéria, která přesahuj́ı kritickou hodnotu (odpov́ıdaj́ı výsledk̊um málo pravděpodob-
ným při platnosti nulové hypotézy) považujeme za statisticky významné a v tom př́ıpadě
nulovou hypotézu zamı́táme.
V opačném př́ıpadě nulovou hypotézu nezamı́táme, ale ani nepotvrzujeme, nebot’ t́ım
bychom se mohli dopustit chyby 2. druhu s bĺıže neurčenou pravděpodobnost́ı β.

Śıla testu 1− β.

Rozlǐsuje se

• jednoduchá hypotéza: nulové hypotéze odpov́ıdá jediná hodnota parametru,

• složená hypotéza: nulové hypotéze odpov́ıdá v́ıce hodnot parametru,

a dále

• jednoduchá alternativa: alternativńı hypotéze odpov́ıdá jediná hodnota parametru,

• složená alternativa: alternativńı hypotéze odpov́ıdá v́ıce hodnot parametru.

Často se formuluje nulová a alternativńı hypotéza tak, že nejsou navzájem svými negacemi
a nepokrývaj́ı prostor všech možných hodnot parametru. Vzniká t́ım jen chaos (viz většina
ostatńı literatury). Snadno se mu vyhneme, když budeme formulovat nulovou hypotézu jako
negaci alternativńı hypotézy.
Je-li např. H1 : ϑ > c, pak nevoĺıme H0 : ϑ = c, ale H0 : ϑ ≤ c. (Největš́ı riziko chyby 1. druhu
obykle odpov́ıdá př́ıpadu ϑ = c, takže postup je stejný.)
U složené hypotézy požadujeme, aby pravděpodobnost chyby 1. druhu byla nejvýše α pro
všechny hodnoty parametru vyhovuj́ıćı nulové hypotéze.

(Statistická významnost neznamená významnost praktickou.)
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Řešeńı: Nulovou hypotézu zamı́tneme, právě když hodnota kritéria źıskaná z realizace ne-
padne do intervalu spolehlivosti pro koeficient spolehlivosti 1− α, tj. kritická hodnota je meźı
intervalového odhadu.

Obrácený problém: Při jaké mezńı hladině významnosti by pozorovaná hodnota byla kri-
tická; tomu ř́ıkáme dosažená významnost; stač́ı ji porovnat s předem zvolenou hladinou
významnosti testu. (Č́ım nižš́ı č́ıslo, t́ım významněǰśı výsledek.) Programy obvykle dávaj́ı
za výsledek dosaženou významnost (obvykle se znač́ı P a ř́ıká se j́ı pouze significance). Výhody:
hladinu významnosti neńı třeba předem zadat, a nav́ıc se dov́ıme, jak daleko od ńı jsme byli.

Typický tvar testu: Testovaćı statistiku T , která roste s parametrem ϑ a má známé rozděleńı,
(přesněji jej́ı realizaci t) porovnáváme s kvantily př́ıslušného rozděleńı a zamı́tneme při extrémńıch
hodnotách (nepravděpodobných při platnosti nulové hypotézy):

H0 H1 zamı́táme pro dosažená významnost

ϑ ≤ c ϑ > c t > qT (1− α) 1− FT (t)
ϑ ≥ c ϑ < c t < qT (α) FT (t)
ϑ = c ϑ 6= c t > qT (1− α

2 ) nebo t < qT (α2 ) 2 min (FT (t), 1− FT (t))

V literatuře se setkáme i s následuj́ıćımi př́ıpady hypotéz, které se však řeš́ı stejně jako prvńı
dva výše uvedené:

H0 H1

ϑ = c ϑ > c
ϑ = c ϑ < c

6.2 Testy středńı hodnoty normálńıho rozděleńı

6.2.1 Při známém rozptylu σ2

t =
x− c
σ

√
n

porovnáváme s kvantily normovaného normálńıho rozděleńı:

H0 zamı́táme pro dosažená významnost

µ ≤ c t > Φ−1(1− α) 1− Φ(t)
µ ≥ c t < −Φ−1(1− α) = Φ−1(α) Φ(t)
µ = c |t| > Φ−1(1− α

2 ) 2 (1− Φ(|t|))

6.2.2 Při neznámém rozptylu

t =
x− c
sx

√
n

porovnáváme s kvantily Studentova rozděleńı s n− 1 stupni volnosti:

H0 zamı́táme pro dosažená významnost

µ ≤ c t > qt(n−1)(1− α) 1− Ft(n−1)(t)
µ ≥ c t < −qt(n−1)(1− α) Ft(n−1)(t)

µ = c |t| > qt(n−1)(1− α
2 ) 2

(
1− Ft(n−1)(|t|)

)
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6.3 Testy rozptylu normálńıho rozděleńı

t =
(n− 1) s2

x

c
porovnáváme s kvantily χ2-rozděleńı s n− 1 stupni volnosti:

H0 zamı́táme pro dosažená významnost

σ2 ≤ c t > qχ2(n−1)(1− α) 1− Fχ2(n−1)(t)
σ2 ≥ c t < qχ2(n−1)(α) Fχ2(n−1)(t)

σ2 = c t < qχ2(n−1)(
α
2 ) nebo 2 min

(
Fχ2(n−1)(t), 1− Fχ2(n−1)(t)

)
t > qχ2(n−1)(1− α

2 )

6.4 Porovnáńı dvou normálńıch rozděleńı

Předpoklad: Nezávislé výběry

(X1, . . . , Xm) z rozděleńı N(EX,DX),

(Y1, . . . , Yn) z rozděleńı N(EY,DY ).

6.4.1 Testy rozptylu dvou normálńıch rozděleńı [Fisher]

Je-li DX = DY , pak S2
X

.
= S2

Y . Testovaćı statistikou je

T =
S2
X

S2
Y

.

F-rozděleńı (Fisherovo-Snedecorovo rozděleńı) s ξ a η stupni volnosti je rozděleńı
náhodné veličiny

F =

U
ξ

V
η

,

kde U, V jsou nezávislé náhodné veličiny s rozděleńım χ2(ξ), resp. χ2(η).
Značeńı: F(ξ, η)
Hustota pro x > 0:

fF(ξ,η) (x) = c (ξ, η) x
ξ
2−1

(
1 +

ξ

η
x

)− ξ+η2
,

c (ξ, η) =
Γ
(
ξ+η

2

)
Γ
(
ξ
2

)
Γ
(
η
2

) ( ξη
) ξ

2

Je-li DX = DY = σ2, pak dosad́ıme

U :=
(m− 1)S2

X

σ2
má χ2(m− 1) ,

V :=
(n− 1)S2

Y

σ2
má χ2(n− 1) ,

ξ := m− 1, η := n− 1 ,

F =

U
ξ

V
η

=

(m−1)S2
X

(m−1)σ2

(n−1)S2
Y

(n−1)σ2

=
S2
X

S2
Y

= T .
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Testujeme realizaci

t =
s2
x

s2
y

na rozděleńı F(m− 1, n− 1):

H0 zamı́táme pro dosažená významnost

DX ≤ DY t > qF(m−1,n−1)(1− α) 1− FF(m−1,n−1)(t)
DX ≥ DY t < qF(m−1,n−1)(α) FF(m−1,n−1)(t)
DX = DY t < qF(m−1,n−1)(

α
2 ) nebo 2 min(FF(m−1,n−1)(t),

t > qF(m−1,n−1)(1− α
2 ) 1− FF(m−1,n−1)(t))

Pro každou hladinu významnosti potřebujeme dvoudimenzionálńı tabulku kvantil̊u indexova-
nou ξ, η; obvykle je tabelována jen polovina, druhou je třeba dopoč́ıtat podle vzorce

qF(ξ,η)(β) =
1

qF(η,ξ)(1− β)
.

(Pozor na opačné pořad́ı index̊u!)

Lépe je uvažovat
S2
Y

S2
X

mı́sto
S2
X

S2
Y

, takže rozlǐśıme 2 př́ıpady:

1. Pro s2
x ≥ s2

y testujeme

t =
s2
x

s2
y

≥ 1

na rozděleńı F(m− 1, n− 1):

H0 zamı́táme pro dosažená významnost

DX ≤ DY t > qF(m−1,n−1)(1− α) 1− FF(m−1,n−1)(t)
DX ≥ DY nezamı́táme žádná

DX = DY t > qF(m−1,n−1)(1− α
2 ) 2

(
1− FF(m−1,n−1)(t)

)
1. Pro s2

x ≤ s2
y testujeme

t =
s2
y

s2
x

≥ 1

na rozděleńı F(n− 1,m− 1) (pozor na pořad́ı počt̊u stupň̊u volnosti!):

H0 zamı́táme pro dosažená významnost

DX ≤ DY nezamı́táme žádná
DX ≥ DY t > qF(n−1,m−1)(1− α) 1− FF(n−1,m−1)(t)

DX = DY t > qF(n−1,m−1)(1− α
2 ) 2

(
1− FF(n−1,m−1)(t)

)
6.4.2 Testy středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı se známým rozptylem σ2

Xm má N

(
EX,

σ2

m

)
,

Y n má N

(
EY,

σ2

n

)
,

Xm − Y n má N

(
EX − EY, σ2

(
1

m
+

1

n

))
.

53



Za předpokladu EX = EY :

T :=
Xm − Y n

σ
√

1
m + 1

n

má N (0, 1) .

Testujeme realizaci t na N (0, 1) (viz kapitola 6.2.1).

6.4.3 Testy středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı se (stejným) neznámým
rozptylem

Předpoklad: DX = DY = σ2

Nejprve ověř́ıme tento předpoklad (viz kapitola 6.4.1).
(Ve skutečnosti nem̊užeme předpoklad ověřit, jedině vyvrátit; pokuśıme se o to, a pokud se to ne-
podař́ı, pokračujeme. Bez tohoto předpokladu by byl daľśı postup složitěǰśı, viz např. [Mood a kol.].)
Máme dva odhady S2

X , S
2
Y stejné hodnoty σ2; použijeme jejich pr̊uměr vážený rozsahy výběr̊u

(−1 kv̊uli výpočtu výběrového pr̊uměru):

(m− 1)S2
X

σ2
má χ2(m− 1) ,

(n− 1)S2
Y

σ2
má χ2(n− 1) ,

(m− 1)S2
X + (n− 1)S2

Y

σ2
má χ2(m+ n− 2)

se středńı hodnotou m+ n− 2,

(m− 1)S2
X + (n− 1)S2

Y

(m+ n− 2)σ2
=
S2

σ2

má středńı hodnotu 1 a

S2 :=
(m− 1)S2

X + (n− 1)S2
Y

m+ n− 2

je nestranný odhad σ2,

S :=

√
(m− 1)S2

X + (n− 1)S2
Y

m+ n− 2
.

Xm má N

(
EX,

σ2

m

)
,

Y n má N

(
EY,

σ2

n

)
,

Xm − Y n má N

(
EX − EY, σ2

(
1

m
+

1

n

))
.
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Za předpokladu EX = EY :

Xm − Y n

σ
√

1
m + 1

n

má N (0, 1) ,

(m+ n− 2)S2

σ2
=

(m− 1)S2
X + (n− 1)S2

Y

σ2
má χ2(m+ n− 2) ,

T :=
Xm − Y n

S
√

1
m + 1

n

=

Xm−Y n

σ
√

1
m+ 1

n√
S2

σ2

má t(m+ n− 2) .

Testujeme realizaci t na rozděleńı t(m+ n− 2) (viz kapitola 6.2.2).

6.5 Testy středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı - párový pokus

(dle [SH10])
Př́ıklad: Máme porovnat pr̊uměrnou teplotu na dvou mı́stech.
Standardńı test středńıch hodnot dvou normálńıch rozděleńı je slabý kv̊uli velkému rozptylu,
který však má společnou př́ıčinu a projevuje se proto synchronně v obou výběrech; proto výběry
nejsou navzájem nezávislé. Měř́ıme vždy obě veličiny současně.
Předpoklad: Náhodné veličiny Xj , Yj (j = 1, . . . , n) maj́ı normálńı rozděleńı N(µj , σ

2) se
stálým rozptylem σ2 a proměnnými středńımi hodnotami µj = EXj = EYj .
Můžeme použ́ıt náhodné veličiny Uj := Xj − µj , Vj := Yj − µj (j = 1, . . . , n), které jsou
nezávislé a maj́ı rozděleńı N(0, σ2).
Náhodné veličiny ∆j := Xj − Yj = Uj − Vj (j = 1, . . . , n) jsou nezávislé a maj́ı rozděleńı
N(0, 2σ2).

Výběrový pr̊uměr ∆ má N
(

0, 2σ2

n

)
.

6.5.1 Pro známý rozptyl σ2

Neznámé parametry sdruženého rozděleńı jsou µ1, . . . , µn, ale nepotřebujeme je.
Dle kapitoly 6.2.1 (pro c = 0) testujeme

T :=
∆

σ

√
n

2
=

X − Y

σ

√
n

2

na N(0, 1).

6.5.2 Pro neznámý rozptyl

Neznámé parametry sdruženého rozděleńı jsou Θ = (σ2, µ1, . . . , µn), potřebujeme z nich pouze
σ2 = DX.
Můžeme pracovat př́ımo s výběrem (∆1, . . . ,∆n) z normálńıho rozděleńı.
Dle kapitoly 6.2.2 (pro c = 0) testujeme

T :=
∆

S∆

√
n

na t(n− 1).
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Cvičeńı: Maximálně věrohodný odhad parametr̊u:

`(Θ) =

n∏
j=1

1√
2π σ

exp

(
−(xj − µj)2

2σ2

)
·
n∏
j=1

1√
2π σ

exp

(
−(yj − µj)2

2σ2

)
,

L(Θ) = −
n∑
j=1

(xj − µj)2

2σ2
−

n∑
j=1

(yj − µj)2

2σ2
− 2n lnσ − 2n ln

√
2π ,

0 =
∂L(ϑ̂)

∂µ̂j
=

∂

∂µ̂j

(
− (xj − µ̂j)2

2 σ̂2
− (yj − µ̂j)2

2 σ̂2

)
=

1

σ̂2
((xj − µ̂j) + (yj − µ̂j)) =

1

σ̂2
(xj + yj − 2 µ̂j) ,

µ̂j =
xj + yj

2
, j = 1, . . . , n .

Odhady µ̂j , (j = 1, . . . , n) nejsou konzistentńı.
Po jejich dosazeńı:

L(ϑ̂) = −
n∑
j=1

(xj − yj)2

4 σ̂2
− n ln σ̂2 − 2n ln

√
2π ,

0 =
∂L(ϑ̂)

∂
(
σ̂2
) =

n∑
j=1

(xj − yj)2

4
(
σ̂2
)2 −

2n

σ̂2
,

σ̂2 =
1

2n

n∑
j=1

(xj − yj)2 =
1

2n

n∑
j=1

δ2
j ,

kde δj je realizace ∆j . Odhad σ̂2 je konzistentńı.

6.6 χ2-test dobré shody

Slouž́ı k testováńı hypotézy, že náhodná veličina má předpokládané rozděleńı. Protože umı́me
hypotézy jen zamı́tat, nikdy nepotvrd́ıme, že takové rozděleńı opravdu má.
Testujeme diskrétńı rozděleńı (mohlo vzniknout diskretizaćı spojitého).

H0 : Náhodná veličina má diskrétńı rozděleńı do k tř́ıd s nenulovými pravděpodobnostmi
p1, . . . , pk.
Testujeme pomoćı realizace náhodného výběru rozsahu n. Neńı d̊uležité pořad́ı výsledk̊u, pouze
jejich četnosti ni, resp. relativńı četnosti ni

n (i = 1, . . . , k). Porovnáváme četnost ni s
teoretickou četnost́ı n pi. Testovaćı statistikou je

T :=

k∑
i=1

(ni − n pi)2

n pi
.

Jej́ı rozděleńı se pro n→∞ bĺıž́ı χ2(k − 1).
Dosažená významnost: 1 − Fχ2(k−1)(t). Nulovou hypotézu zamı́táme pro t > qχ2(k−1)(1 − α),
tj. 1− Fχ2(k−1)(t) < α.
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Cvičeńı 1. Tabulka udává rozděleńı (podmı́něné) pravděpodobnosti, že volič strany zastoupené
v parlamentu volil danou stranu. Posud’te na 5 % hladině významnosti hypotézu, že stejné
rozděleńı maj́ı i poslanci.

relativńı preference 0.376 0.344 0.136 0.077 0.067
počet poslanc̊u 81 74 26 13 6

Řešeńı. Doplńıme tabulku (posledńı sloupec uvád́ı celkový údaj):

relativńı preference 0.376 0.344 0.136 0.077 0.067 1
počet poslanc̊u 81 74 26 13 6 200
teor. četnost 75.2 68.8 27.2 15.4 13.4 200
př́ıspěvek k χ2 0.447 0.393 0.052 0.374 4.086 5 .353

Hodnotu kritéria 5.353 porovnáme s kvantilem qχ2(4)(0.95)
.
= 9.4877 a hypotézu nezamı́táme

(poněkud překvapivý závěr vzhledem k tomu, že posledńı dvě strany maj́ı téměř stejnou podporu
u volič̊u, ale posledńı má v́ıce než 2× méně poslanc̊u).

6.6.1 Modifikace

Problém: Testujeme na rozděleńı, kterému se skutečné jen limitně bĺıž́ı. T́ım se dopoušt́ıme
bĺıže neurčené dodatečné chyby. Teoretické četnosti tř́ıd nesmı́ být př́ılǐs malé (řekněme aspoň 5),
aby náš předpoklad byl oprávněný.
Modifikace: Vycháźı-li teoretická četnost některých tř́ıd př́ılǐs malá, slouč́ıme je s jinými
tř́ıdami (pokud možno

”
bĺızkými“).

Problém: Zkoumané rozděleńı může záviset na neznámých parametrech.
Modifikace 1: Parametry odhadneme na základě jiného náhodného výběru.
Modifikace 2: Parametry odhadneme na základě stejného náhodného výběru, který použ́ıváme
k testu dobré shody. T́ım jsme však sńıžili počet stupň̊u volnosti, takže muśıme testovat na
rozděleńı χ2(k − 1− q), kde q je počet odhadnutých parametr̊u.

Problém: Chceme testovat shodu se spojitým nebo smı́̌seným rozděleńım.
Modifikace: Rozděleńı napřed diskretizujeme, tj. všechny možné výsledky rozděĺıme do k
disjunktńıch tř́ıd. Prvky v jedné tř́ıdě si maj́ı být

”
bĺızké“, jinak snižujeme śılu testu. Všechny

teoretické četnosti muśı být dostatečně velké a nejlépe zhruba stejné.

Poznámka: Zásadně muśıme pracovat s jednotkami (objekty), z nichž každá zvlášt’ (a nezávisle)
je zařazena do nějaké tř́ıdy. Nelze poč́ıtat s tiśıci, procenty, spojitým množstv́ım atd.

6.6.2 χ2-test dobré shody dvou rozděleńı

(dle [Mood a kol.])
H0 : Dvě diskrétńı náhodné veličiny maj́ı stejné diskrétńı rozděleńı.
Rozsahy výběr̊u jsou m,n a četnosti výsledk̊u mi, ni (i = 1, . . . , k). Předpokládáme rozděleńı
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s neznámými teoretickými pravděpodobnostmi pi (i = 1, . . . , k).

k∑
i=1

(mi −mpi)
2

mpi
se bĺıž́ı χ2(k − 1) ,

k∑
i=1

(ni − n pi)2

n pi
se bĺıž́ı χ2(k − 1) ,

T =

k∑
i=1

(mi −mpi)
2

mpi
+

k∑
i=1

(ni − n pi)2

n pi
se bĺıž́ı χ2(2(k − 1)) .

Neznámé parametry pi odhadneme pomoćı maxima věrohodnosti,

pi =
mi + ni
m+ n

,

z nich je jen k − 1 nezávislých (nebot’
k∑
i=1

pi = 1), takže výsledný počet stupň̊u volnosti je

2 (k − 1) − (k − 1) = k − 1 a testujeme T na χ2(k − 1). Nulovou hypotézu zamı́táme pro
t > qχ2(k−1)(1− α), tj. 1− Fχ2(k−1)(t) < α.
Praktičtěǰśı (ekvivalentńı) vzorec:

T =

(
1

m
+

1

n

) k∑
i=1

(mi −mpi)
2

pi
.

6.6.3 χ2-test nezávislosti dvou rozděleńı

(dle [Likeš, Machek])
H0 : Dvě náhodné veličiny (jejichž rozděleńı neznáme) jsou nezávislé.
X nabývá k hodnot s pravděpodobnostmi p1, . . . , pk,
Y nabývá m hodnot s pravděpodobnostmi q1, . . . , qm.
Realizace dvojrozměrného náhodného výběru ((x1, y1), . . . , (xn, yn)) obsahuje dvojice realizaćı
náhodných veličin X,Y ; z výsledk̊u nás zaj́ımaj́ı opět pouze četnosti nij (i = 1, . . . , k; j =
1, . . . ,m). Ty bývaj́ı uspořádány do tzv. kontingenčńı tabulky. Počet tř́ıd je km.
Za předpokladu nezávislosti jsou pravděpodobnosti výsledk̊u pi qj (i = 1, . . . , k; j = 1, . . . ,m),

T :=

k∑
i=1

m∑
j=1

(nij − n pi qj)2

n pi qj
se bĺıž́ı χ2(km− 1) .

Neznámé parametry pi, qj odhadneme pomoćı maxima věrohodnosti,

pi =

m∑
j=1

nij

n
, qj =

k∑
i=1

nij

n
,

z nich je jen (k− 1) + (m− 1) nezávislých (nebot’
k∑
i=1

pi = 1,
m∑
j=1

qj = 1), takže výsledný počet

stupň̊u volnosti je km−1−(k−1)−(m−1) = (k−1) (m−1) a testujeme T na χ2((k−1) (m−1)).
Nulovou hypotézu zamı́táme pro t > qχ2((k−1) (m−1))(1− α), tj. 1− Fχ2((k−1) (m−1))(t) < α.
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6.7 Korelace, jej́ı odhad a testováńı

(dle [Likeš, Machek])
Korelace %(X,Y ) náhodných veličin X,Y (s nenulovým rozptylem) je středńı hodnota součinu
odpov́ıdaj́ıćıch normovaných veličin X−EX

σX
· Y−EY

σY
,

%(X,Y ) =
E ((X − EX) (Y − EY ))

σX σY
∈ 〈−1, 1〉 .

Je nulová pro nezávislé náhodné veličiny, ale i pro některé jiné, tzv. nekorelované.
Extrémńı hodnoty ±1 odpov́ıdaj́ı lineárńı závislosti mezi X,Y .

Na základě dvojrozměrného náhodného výběru ((X1, Y1), . . . , (Xn, Yn)) můžeme korelaci od-
hadnout pomoćı výběrového koeficientu korelace

RX,Y =

n∑
j=1

(Xj −X) (Yj − Y )√√√√( n∑
j=1

(Xj −X)2

) (
n∑
j=1

(Yj − Y )2

) .

Jeho realizace

rx,y =

n∑
j=1

(xj − x) (yj − y)√√√√( n∑
j=1

(xj − x)2

) (
n∑
j=1

(yj − y)2

) ∈ 〈−1, 1〉 ,

nebot’ je to kosinus úhlu vektor̊u

(x1 − x, . . . , xn − x) , (y1 − y, . . . , yn − y) ∈ Rn

neboli korelace empirického rozděleńı, rx,y = %(Emp(x,y)).
Pro výpočet se použ́ıvá jednopr̊uchodový vzorec:

RX,Y =

n
n∑
j=1

xj yj −

(
n∑
j=1

xj

) (
n∑
j=1

yj

)
√√√√√
n n∑

j=1

x2
j −

(
n∑
j=1

xj

)2
 n n∑

j=1

y2
j −

(
n∑
j=1

yj

)2

.

6.7.1 Test nekorelovanosti dvou normálńıch rozděleńı

Předpoklad: Dvojrozměrná náhodná veličina (X,Y ) má (dvojrozměrné) normálńı rozděleńı,
n ≥ 3.
H0 : %(X,Y ) = 0 (X,Y jsou nekorelované).
Testovaćı statistikou je

T =
RX,Y

√
n− 2√

1−R2
X,Y

,

za předpokladu nekorelovanosti má rozděleńı t(n− 2), dále postupujeme dle kapitoly 6.2.2.
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6.8 Neparametrické testy

Jsou použitelné bez ohledu na typ rozděleńı, jsou však slabš́ı.

6.8.1 Znaménkový test

Rozlǐsujeme pouze znaménko odchylky od zvolené hodnoty c. T́ım ztráćıme kvantativńı infor-
maci a tedy i možnost testovat např. středńı hodnotu. Mı́sto ńı testujeme medián qX( 1

2 ).
H0 : qX( 1

2 ) = c
Při platnosti nulové hypotézy by kladné i záporné odchylky měly být stejně pravděpodobné.
Nulové odchylky z výběru předem vylouč́ıme. Testovaćı statistikou T je počet kladných odchy-
lek, který testujeme na binomické rozděleńı Bin

(
n, 1

2

)
. Nulovou hypotézu zamı́táme pro

t < qBin(n, 12 )

(α
2

)
nebo t > qBin(n, 12 )

(
1− α

2

)
.

(Podobně pro jednostranné testy.) Výpočet kvantil̊u je pracný, ale kritické hodnoty jsou tabe-
lovány (v závislosti na n a hladině významnosti).
Dosažená významnost se poč́ıtá o trochu snáze.
Pro velká n použ́ıváme centrálńı limitńı větu a testujeme

T0 :=
2T − n√

n

na N(0, 1).
Lze použ́ıt i k porovnáńı dvou medián̊u u párového pokusu.
Př́ıklad použit́ı: Odhad smrtelné dávky látky.
Na rozd́ıl od středńı hodnoty medián vždy existuje (je však problém, jak ho definovat, aby byl
jednoznačný).
Jeho výpočetńı složitost je věťśı, řádu n lnn.

6.8.2 Wilcoxon̊uv test (jednovýběrový)

H0 : X má rozděleńı symetrické kolem hodnoty c
(V tom př́ıpadě je c mediánem i středńı hodnotou.)
Z realizace (x1, . . . , xn) vypočteme posloupnost (z1, . . . , zn), kde zj = xj − c. Seřad́ıme ji
vzestupně podle absolutńıch hodnot |zj | = |xj − c|, č́ımž j-tému prvku přǐrad́ıme pořad́ı rj .
Je-li v́ıce stejných rozd́ıl̊u, přǐrad́ıme jim stejné pořad́ı rovné aritmetickému pr̊uměru. Testovaćı
statistikou je

T1 :=
∑
j:zj>0

rj

nebo

T2 := min

 ∑
j:zj>0

rj ,
∑
j:zj<0

rj

 ,

porovnáme s tabulkou kritických hodnot pro tento test.
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7 Co zde nebylo

7.1 Vı́ce o zobrazeńı náhodné veličiny funkćı a o součtu náhodných
veličin

7.2 Diskretizace

7.3 Směs pravděpodobnost́ı

7.4 Charakteristická funkce náhodné veličiny

7.5 Důkaz centrálńı limitńı věty
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