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1 O ¢em to je?

1A. Jak vysokd by méla byt pojistka auta proti kradezi (bez marze), je-li jeho cena 1000 000 K¢
a riziko ukradeni béhem pojistného obdobi 0.0017

1000000 - 0.001 = 1000K¢

1B. Jak vysokd by méla byt pojistka auta pro pfipad havarie, pfi niz muze byt Skoda rtzné
velk4?

= TEORIE PRAVDEPODOBNOSTI

2. Jak odhadnout pravdépodobnost kradeze auta nebo stfedni skodu pfi havarii a jak pfesny
bude odhad?

= STATISTIKA

3. Jak oznacovat auta a jejich dily, abychom je jednoznacné urcili?

= TEORIE INFORMACE A KODOVANI

Urcité ne jako v rozvrhu na FEL: Cviceni ADOBO1PSI bude v u¢ebné KN:E-24.

1.1 Teorie pravdépodobnosti

je nastroj pro ucelné rozhodovani v systémech, kde budouci pravdivost jevu zdvisi na okol-
nostech, které zcela nezndame.

Poskytuje model takovych systému a kvantifikaci vysledku.

Pravdépodobnostni popis = chovani systému

1.2 Statistika

je nastroj pro hledani a ovérovani pravdépodobnostniho popisu realnych systému na zakladé
jejich pozorovani.

Chovani systému = pravdépodobnostni popis

Poskytuje daleko vic: nastroj pro zkoumani svéta, pro hledani a ovéfovani zavislosti, které
nejsou zjevné.

2 Zakladni pojmy teorie pravdépodobnosti

2.1 Laplaceova (klasickd) definice pravdépodobnosti

Piredpoklad: Nahodny pokus s n € N ruznymi, vzdjemné se vylucujicimi vysledky, které jsou
stejné mozné.

Pravdépodobnost jevu, ktery nastavé pravé pii k z téchto vysledku, je k/n.

1. problém: ,stejné mozné“=,stejné pravdépodobné, ale co to znamend? (definice kruhem!)
Elementarni jevy jsou vsechny ,stejné mozné“ vysledky.

Mnozina vSech elementarnich jevi: Q

Jev: ACQ

Umluva. Jevy budeme ztotoznovat s prislusnymi mnozinami elementérnich jevli a pouzivat
pro né mnozinové operace (misto vyrokovych).



2.1.1 Zakladni pojmy

Jev jisty: , 1
Jev nemozny: (), 0
Konjunkce jevu (,and“): AN B
Disjunkce jevu (,or“): AUB
Jev opaény k A: A=Q\ A
A= B: ACB
Jevy neslucitelné (=vzajemné se vyluéujici): A;,..., A, : () 4; =0
i<n
Jevy po dvou neslucitelné: Ay,..., A, :Vi,je{l,...,n}, i#£j: AiNA =0
Jevové pole: vsechny jevy pozorovatelné v ndhodném pokusu, zde exp Q (=mnozina vSech
podmnozin mnoziny €2)

2.1.2 Pravdépodobnost

jevu A:
A

PA) = —,

(4) Ql

kde | .| znac¢i pocet prvku mnoziny

2.1.3 Nahodna veli¢ina

je libovolna funkce X: Q@ — R
Stredni hodnota:

1
== > X
weN
kde n = |€].
Piiklad: Elementérni jevy jsou mozné vysledky hry, ndhodnd veli¢ina je vyse vyhry.
Stiedni hodnota je spravedliva cena za ucast ve hie.

2.2 Vlastnosti pravdépodobnosti

P(A) €(0,1)

P(0) =0,  P(1)=

P(A) =1- P(4)

ACB= P(A) < P(B)

AC B= P(B\ A) = P(B) - P(A)

ANB=0= P(AUB)=P(A)+P(B) (aditivita)
P(AUB)=P(A)+ P(B) - P(ANB)

2.2.1 ijlny systém jevia

tvoif jevy B;, i € I, jestlize jsou po dvou nesluéitelné a |J B; = 1.
=

Specialni pifpad pro 2 jevy: {C,C}

Je-li {By,...,B,} tplny systém jeva, pak



a pro libovolny jev A

Specidlneé: B
P(A)=P(ANC)+P(ANC) .

2.3 Problémy Laplaceovy definice pravdépodobnosti

2. problém: Nedovoluje nekonetné mnoziny jevu, geometrickou pravdépodobnost...

Nelze mit nekoneéné mnoho stejné pravdépodobnych vysledku.

Priklad: Podil plochy pevniny k povrchu Zemé je pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrany bod
na Zemi lezi na pevniné (je-li vybér boda provddén ,rovnomérné®).

Piiklad (Buffonova tloha): Na linkovany papir hodime jehlu, jejiz délka je rovna vzdalenosti
mezi linkami. Jakd je pravdépodobnost, ze jehla protne néjakou linku?

3. problém: Nedovoluje iracionalni hodnoty pravdépodobnosti.

2.3.1 Rozsifeni Laplaceova modelu pravdépodobnosti

Piiklad: Misto hraci kostky hazime krabickou od zapalek, jejiz strany jsou nestejné dlouhé.
Jakd je pravdépodobnost moznych vysledka?

Pripustime, Ze elementarni jevy nemusi byt stejné pravdépodobné.

Ztracime navod, jak pravdépodobnost stanovit. Je to funkce, ktera jevam pfirazuje ¢isla z in-
tervalu (0,1) a spliiuje jisté podminky. Nemdme ndvod, jak z nich vybrat tu pravou.

Tato nevyhoda je neodstranitelnd a je divodem pro vznik statistiky, kterd k danému opakova-
telnému pokusu hledé pravdépodobnostni model.

2.4 Kombinatorické pojmy a vzorce

(Dle [Zvdra, Stépdn).)
V urné je n rozlisitelnych objekti, postupné vytdhneme k.

vybér s vracenim bez vraceni
s , variace s opakovanim variace bez opakovani
uspotradany & nl
n (n—k)!
., 3 kombinace s opakovanim kombinace bez opakovani
neusporiadany nak—1 nl (n)
( k ) H(n—k)! _ \k

Z této tabulky pouze kombinace s opakovanim nejsou vSechny stejné pravdépodobné (od-
povidaji ruznému poctu variaci s opakovdnim) a nedovoluji proto pouziti Laplaceova modelu
pravdépodobnosti.

Permutace (poradi) bez opakovani: Tvoifme posloupnost z n hodnot, pficemz kazda se
vyskytne pravé jednou. Pocet permutaci je n! (je to specidlni piipad variaci bez opakovéni pro
n=k).

Permutace s opakovanim: Tvoiime posloupnost délky k z n hodnot, pficemz j-t4 hodnota
se opakuje k;-krat, Z?Zl k; = k. Pocet riiznych posloupnosti je

k!
kil kgl



Specialné pro n = 2 dostavame

Ko ! (K
ol kol k- (k—k)! \ki )’

coz je po¢et kombinaci bez opakovani (ovsem ki-prvkovych z k prvki).

] n \ 4 \ 10 \ 100 \ 1000 \ 10000 ‘
pocet 4-prvkovych
variaci z n prvku 24 | 5040 | 94109400 | 0.994-10'2 0.9994 - 1016

o ml
bez opakovani, =)

pocet 4-prvkovych
variaci z n prvkua 256 | 10000 108 1012 1016
s opakovanim, n?

pocet 4-prvkovych
kombinaci z n prvku 1 210 3921225 | 41417124750 | 4.164 - 10
bez opakovani, (Z)
pocet 4-prvkovych
kombinaci z n prvka 35 715 4421275 | 41917125250 | 4.169 - 1014

s opakovanim, (”13)

Véta 1. Pro dané k € N a pron — oo se pomér pocti variact (resp. kombinaci) bez opakovdani
a s opakovdnim bliZi jedné, tj.

' n
lim — 1, fm L

n—00 (n — k)' nk n— oo ("Jr]]z*l)

Dikaz.
n! :n(n—1)~-~(n—(k‘—1)):
(n—k)!nk nk
=1 (1;> (1kn1>a1,
(B _nm—1 (- (k-1) _
("t (et (k=1) - (n+)n
104 (kY
DR R
(pocet ¢initelu k je konstantni). O

Dasledek 1. Pro n > k je pocet variact (resp. kombinaci) s opakovanim priblizné

n! & n nk
=n", = —.
(n—k)! k k!

Jednodussi byva neusporadany vybér bez vraceni nebo usporadany vybér s vracenim.




2.5 Kolmogorovova definice pravdépodobnosti

Elementdrnich jeva (=prvki mnoziny Q) muze byt nekoneéné mnoho, nemusi byt stejné
pravdépodobné.

Jevy jsou podmnoziny mnoziny 2, ale ne nutné vsechny; tvoii podmnozinu A C exp (Q,
ktera splnuje nasledujici podminky:

(A1) 0 e A.
(A2) Ac A=A c A

(A3) ("\neN:A, e )= |J A, € A
neN

Systém A podmnozin néjaké mnoziny €, ktery spliuje podminky (A1-3), se nazyvé o-algebra.
Dusledky: Q=0e A,

(VneN: A, e A)= (A, = A € A.

neN neN

Pfirozeny napad A = exp ) vede k nezddoucim paradoxum.

(A3) je uzavienost na spocetna sjednoceni.

Uzavienost na jakakoli sjednoceni se ukazuje jako piili§ silny pozadavek.

Uzavienost na konecna sjednoceni se ukazuje jako ptilis slaby pozadavek; nedovoluje napf.
vyjadiit kruh jako sjednoceni obdélniku.

A nemusi ani obsahovat vSechny jednobodové mnoziny, v tom piipadé elementarni jevy
nemusi byt jevy!

2.5.1 Borelova og-algebra

je nejmensi o-algebra podmnozin R, ktera obsahuje vSechny intervaly.
Obsahuje v8echny intervaly oteviené, uzaviené i polouzaviené, i jejich spocetnd sjednoceni, a
nékteré dalsi mnoziny, ale je mensi nez exp R. Jeji prvky nazyvame borelovské mnoziny.

2.5.2 Pravdépodobnost (=pravdépodobnostni mira)
je funkce P: A — (0, 1), splitujici podminky

(P1) P(1) =1,

(P2) P( U An> = > P(A,), pokud jsou mnoziny (=jevy) A,, n € N, po dvou neslucitelné.
neN neN
(spocetna aditivita)

Pravdépodobnostni prostor je trojice (2, 4, P), kde Q je neprdzdnd mnozina, A je o-
algebra podmnozin mnoziny 2 a P: A — (0, 1) je pravdépodobnost.

Diive uvedené vlastnosti pravdépodobnosti jsou diasledkem (P1), (P2).

(Konecnd) aditivita by byla prilis slabd, nedovoluje napf. prechod od obsahu obdélnika
k obsahu kruhu.

Piiklad (,,nekoneéna ruleta‘): Vysledkem muze byt libovolné piirozené éislo, kazdé mé
pravdépodobnost 0.



Uplna aditivita (pro jakékoli soubory po dvou nesluéitelnych jevii) by byla piilis silnym
pozadavkem. Pak bychom nepfipoustéli ani rovnomérné rozdéleni na intervalu nebo na plose.
Pravdépodobnost zachovdvé limity monoténnich posloupnosti jevu (mnozin):

Necht (Ay),cy je posloupnost jevi.

acarc.=pP(|JAn) = tim P(4,),
n—oo
neN
A4124;2...= P(() 4n) = lim P(4,).
n—oo
neN
’ Laplacetiv model \ Kolmogoroviv model ‘
konecné mnoho jevu i nekonecné mnoho jeva
p-sti jen racionalni p-sti i iracionalni
P(A)=0=A4=0 mozné jevy s nulovou p-sti
p-sti urcéeny strukturou jevu | p-sti neurceny strukturou jevu

3 Nezavislost a podminéna pravdépodobnost

3.1 Nezavislé jevy

Motivace: Dva jevy spolu ,,nesouvisi*

Definice: P(AN B) = P(A) - P(B).

To je ovSsem jen ndhrazka, kterd fikd mnohem méné, nez jsme chtéli!
(Podobné jako P(A N B) = 0 neznamend, Ze jevy A, B jsou neslucitelné.)
Pro nezavislé jevy A, B

P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(A)- P(B).
Dukaz:
P(AuB)=P(A)+ P(B)—P(A)NP(B)=P(A)+ P(B)— P(A) - P(B).

Jsou-li jevy A, B nezdvislé, pak jsou nezavislé také jevy A, B (a téz dvojice jevii A, B a A, B).
Dikaz:
P(ANB)=P(A)— P(ANB) = P(A) — P(A)- P(B) =
=P(A)-(1-P(B))=P(A)- P(B).
Jevy Ay, ..., A, se nazyvajl po dvou nezavislé, jestlize kazdé dva z nich jsou nezavislé.

To je malo.
Mnozina jeva M se nazyva nezavisla, jestlize

P (A@C A) - A]gc P(A)

pro vSechny kone¢né podmnoziny K C M.



3.2 Podminéna pravdépodobnost

Piiklad: Fotbalova druzstva mohla mit pred zapasem rovné Sance na vitézstvi. Je-li vSak stav
zapasu 5 minut pred koncem 3 : 0, pravdépodobnosti vyhry jsou jiné.

Méme pravdépodobnostni popis systému. Dostaneme-li dodate¢nou informaci, Ze nastal jev B,
aktualizujeme nasi znalost o pravdépodobnosti jevu A na

P(AN B)

P(AIB) = =L

coz je podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B. Je definovdna pouze pro
P(B) # 0. (To predpokldddme i nadéle.)

V novém modelu je P(B|B) = 0, coz odrazi nasi znalost, ze jev B nenastal.

Podminéna pravdépodobnost je chdpdna téz jako funkce

P(ANB
P(.|B): A—(0,1), A’_}(P(B))
a je to pravdépodobnost v puvodnim smyslu.
Vlastnosti podminéné pravdépodobnosti:
e P(1|B) =1, P(0|B) = 0.
e Jsou-li jevy Aj, As, ... jsou po dvou neslucitelné, pak
P(U An B) =" P(4,]B).

neN neN
o Je-li P(A|B) definovéana, jsou jevy A, B nezavislé, pravé kdyz P(A|B) = P(A).
e BC A= P(A|B) =1, P(ANB)=0= P(A|B) =0.

Véta o uplné pravdépodobnosti: Necht B;, i € I, je (spocetny) tplny systém jevi a
Vi e I: P(B;) # 0. Pak pro kazdy jev A plati

P(A) = " P(B;) P(A|By).

el
Dukaz:
P =r((Us)na) = p(U &0 4) -
jeI :
=Y P(B:NA)=)_ P(B) P(A|B).
i€l i€l

Priklad: Test nemoci je u 1% zdravych falesné pozitivnf a u 10% nemocnych falesné negativni.
Nemocnych je v populaci 0.001. Jaké je pravdépodobnost, ze pacient s pozitivnim testem je
nemocny?

Bayesova véta: Necht B;, i € I, je (spocetny) tiplny systém jevii a

Vi € I: P(B;) # 0. Pak pro kazdy jev A splnujici P(A) # 0 plati

_ P(B;) P(A|B))
P(B;|A) = > P(B)) P(A[B))




Diikaz (s vyuzitim véty o iplné pravdépodobnosti):

_ P(BinA)  P(B;)P(A|B)
P(B;|A) = P(4) Y P(Bj)P(A|Bj)’
jEI

Vyznam: Pravdépodobnosti P(A|B;) odhadneme z pokust nebo z modelu, pomoci nich uréime
pravdépodobnosti P(B;|A), které slouzi k ,,optimalnimu* odhadu, ktery z jevu B; nastal.
Problém: Ke stanoven{ aposteriorni pravdépodobnosti P(B;|A) potfebujeme znét i apri-
orni pravdépodobnost P(B;).

Priklad: Na vstupu informac¢niho kandlu mohou byt znaky 1, ..., m, vyskyt znaku j oznac¢ujeme
jako jev Bj;. Na vystupu mohou byt znaky 1,...,k, vyskyt znaku i oznacujeme jako jev A;.
(Obykle k = m, ale neni to nutné.) Obvykle lze odhadnout podminéné pravdépodépodobnosti
P (A;|Bj), ze znak j bude pfijat jako i. Pokud zndme apriorni pravdépodobnosti (vysldni
znaku j) P (Bj;), mizeme pravdépodobnosti pf{jmu znaku vypocitat maticovym ndsobenim:

[P(A1) P(Az) -+ P(Ap)] =
P(A1|B)) P(As|By) -~ P(ABy)
P(A1|By) P(As|By) -+ P (ABy)
=[P(B) P(B) - PBu]-| . S |
P(A1|By) P(As|Bw) - P(Ag|Bm)

Vsechny matice v tomto vzorci maji jednotkové soucty fadku (takové matice nazyvdme sto-
chastické). Podminéné rozdéleni pravdépodobnosti, pokud byl piijat znak i, je

P (A|B;) P(By)

P(BIA) = =5
Rozdéleni pravdépodobnosti vyslanych znaku je
[P(B1) P(B2) -+ P(Bn)]=
P(A1|By) P (A|Br) -+ P(A/B))]
P(A1|B2)  P(A2|B2) -+ P (Ag|Ba)
= [P(4) P(A) -~ P(A)]- : : N : :

pokud k = m a pfislusnd inverzni matice existuje.

3.2.1 Podminéna nezavislost
Nédhodné jevy A, B jsou podminéné nezavislé za podminky C, jestlize
P(AN B|C) = P(A|C) P(B|C).

Podobné definujeme podminénou nezavislost vice jevu.

4 Nahodné veliciny a vektory

Priklad: Auto v cené 10000 EUR bude do roka ukradeno s pravdépodobnosti 1 : 1000.
Adekviatn{ cena roéniho pojistného (bez zisku pojistovny) je 10000/1000 = 10 EUR.



Nékdy tento jednoduchy postup selhava:

Piiklad: Pro stanoveni havarijniho pojisténi potfebujeme znéat nejen pravdépodobnost havarie
(resp. po¢tu havérii za pojistné obdobi), ale i ,prumérnou® skodu pii jedné havérii, 1épe
pravdépodobnostni rozdéleni vyse skody.

= Musime studovat i ndhodné pokusy, jejichz vysledky nejsou jen dva (jev nastal/nenastal),
ale vice hodnot, vyjadienych redlnymi ¢isly.

4.1 Nahodna veli¢ina

na pravdépodobnostnim prostoru (2,4, P) je méritelnd funkece X : @ — R, tj. takova, Ze pro
kazdy interval I plati
X MH)={weQ|XwellcA

Je popsand pravdépodobnostmi
Px(I)=PXel|=P{{we| X (w)el}),

definovanymi pro libovolny interval I (a tedy i pro libovolné sjednoceni spoéetné mnoha inter-
valu a pro libovolnou borelovskou mnozinu).

Px je pravdépodobnostni mira na Borelové o-algebfe urcujici rozdéleni nahodné veliciny
X.

K tomu, aby stacila znalost Px na intervalech, se potfebujeme omezit na tzv. perfekini miry;
s jinymi se v praxi nesetkdme.

Pravdépodobnostni mira Px spliiuje podminky:

Px(R) =1,
PX< U In) = > Px(I,), pokud jsou mnoziny I,,, n € N, navzdjem disjunktni.
neN neN

Z toho vyplyva:

Px(0) =0, Px(R\I)=1- Px(I),

jestlize I C J, pak Px(I) < Px(J) a Px(J\I) = Px(J)—Px ().

Uspornéjsi reprezentace: omezime se na intervaly tvaru I = (—oo,t), t € R,

PIX € (—00,t)] = P[X < t] = Px((—00,t)) = Fx(t).

Fx:R — (0,1) je distribuéni funkce ndhodné veliciny X. Ta staéi, nebot

(a,b) = (=00,0) \ (=00,a), Px((a,b)) = Pla < X <b] = Fx(b) - Fx(a),

(a,00) = R\ (00,0, Px ((a,00)) =1 = Fx(a),

(—00,a) = . %J< (—o00, by, Px ((—0,a)) =P[X <a] = E)I;I_Fx(b) = Fx(a—),
{a} = (00,) \ (—o0,a),  Px({a}) = P[X = a] = Fx(a) — Fx(a—),

Vlastnosti distribuéni funkce:
e neklesajici,
e zprava spojita,

e lim Fx(t)=0, lim Fx(t)=1.
t——o0 t—o00



Veéta: Tyto podminky jsou nejen nutné, ale i postacujici.

04
02

Piiklad: Redlnému ¢islu r odpovida ndhodnd velicina (znacend téz r) s Diracovym rozdélenim

v
{O pro ré¢l, Fr(t):{o pro t<r,

P.(I) =
(1) 1 pro rel, 1 pro t>r.

(F, je posunutd Heavisideova funkce.)
Tvrzeni: X <Y = Fx > Fy.
4.2 n-rozmérny ndhodny vektor (n-rozmérna ndhodna veli¢ina)

na pravdépodobnostnim prostoru (2,4, P) je méritelnd funkce X : Q — R™, tj. takovd, ze
pro kazdy n-rozmérny interval I plati

X' NH={weQ| Xw)el}cA.

Lze psét
Xw) =X (w),...,Xn(Ww)),

kde zobrazeni X;: Q — R, k =1,...,n, jsou ndhodné velic¢iny.
Ndhodny vektor lze povazovat za vektor ndhodnych velicin X = (X,..., X,).
Je popsany pravdépodobnostmi

Px(I1 x...xI,)=P[X,€1,....Xp €1,] =
:P({WGQ|X1(W)GIla"'aXn(w)GIn})7

kde I4, ..., I, jsou intervaly v R.
7 téch vyplyvaji pravdépodobnosti

Px(I)=P[X cl]=P({we Q| X (W) eI},

definované pro libovolnou borelovskou mnozinu I v R™ (specidlné pro libovolné sjednoceni
spoCetné mnoha n-rozmérnych intervali) a uréujici rozdéleni nahodného vektoru X.
Uspornéjsi reprezentace: Staci intervaly tvaru I, = (—oo, tx), t € R,

P[Xl € (—OO,t1>,...,Xn S (—OO7tn>] = P[Xl <ty,...,.X, < tn] =
= Px((—00,t1) X ... X (—00,tp)) =
=Fx(t1,...,tn).

Fx:R"™ — (0,1) je distribuéni funkce nghodného vektoru X. Je

e neklesajici (ve vSech proménnych),

e zprava spojitd (ve vSech proménnych),



L] lim Fx(tl,...,tn)zl,

t1—00,...,tn, —00

o Vk € {1,...771} th,...,tk,htlﬁ,l,...,tnZ lim Fx(tl,...,tn) =0.

tpy——o00

Veéta: Tyto podminky jsou nutné, nikoli postacujici.
Nesta¢i zndt marginalni rozdéleni nahodnych veli¢in X1, ..., X,, nebot ta neobsahuji infor-
mace o zavislosti.

4.3 Nezavislost nahodnych veli¢in

Nahodné velic¢iny X5, Xy jsou nezavislé, pokud pro vSechny intervaly I3, Is jsou jevy Xy € Iy,
X5 € I nezavislé, tj.

PXie€h,Xoeh)=P[X,€1]-PlXs €.
Staci se omezit na intervaly tvaru (—oo, t), tj.

P[Xy <t,Xy <to] = P[Xy <th] - P[Xy < to] ,
neboli

FX17X2 (tlatQ) = FXI (tl) : FX2 (t2)

pro v8echna t1,t; € R.
Néahodné veliciny X7, ..., X, jsou nezavislé, pokud pro libovolné intevaly I1,..., I, plati

PXi€l,....Xpe L) =][PIX;cL].

=1

Na rozdil od definice nezdvislosti vice nez 2 jevu, zde neni tieba poZadovat nezdvislost pro libo-
volnou podmnoZinu ndhodnijch velicin X1, ..., X,. Ta vyplyvd z toho, Ze libovolnou ndhodnou
velicinu X; lze ,vynechat® tak, Ze zvolime prislusny interval I; = R. Pak P[X; € ;]=1a v
soucinu se tento c¢initel neprojevi.

Ekvivalentné staci pozadovat

P[Xy<th,.... X, <t,] =[] P[X; <t
=1

pro v8echna t1,...,t, € R, coz pro sdruzenou distribu¢ni funkci nezavislych nahodnych
veli¢in znamend

n
Fx(ty,... tn) =[] Fx, (tx)-
k=1

Nghodné veli¢iny X, ..., X, jsou po dvou nezavislé, pokud kazdé dvé (ruzné) z nich jsou
nezavislé. To je slabsi podminka nez nezavislost velicin Xq,..., X,,.
4.4 Obecnéjsi nahodné veliciny

Komplexni ndhodna velicina je ndhodny vektor se dvéma slozkami interpretovanymi jako
realnd a imagindrni ¢ast.



Neékdy pripoustime i ,,ndhodné veli¢iny“, jejichz hodnoty jsou jiné nez numerické. Mohou to
byt napf. ndhodné mnoziny. Jindy nabyvaji kone¢né mnoha hodnot, kterym ponechdme jejich
pfirozené oznaceni, napf. ,rub“, lic*,  kdmen*,  nuzky“, ,papir® apod.

Na téchto hodnotach nemusi byt definovana zadna aritmetika ani uspofadéni.

Mohli bychom vSechny hodnoty oc¢islovat, ale neni zadny duvod, pro¢ bychom to méli udélat
pravé ur¢itym zpusobem (ktery by ovlivnil nasledné numerické vypocty).

(Pitklad: Cislovani politickych stran ve volbach.)

4.5 Smés ndhodnych veli¢in

Piiklad: Ndhodné veliciny U,V jsou vysledky studenta ptfi odpovédich na dvé zkouskové
otazky. Ucitel ndhodné vybere s pravdépodobnosti ¢ prvni otdzku, s pravdépodobnosti 1 —
¢ druhou; podle odpovédi na vybranou otazku udéli zndmku. Jaké rozdéleni ma vysledna
znamka X7
Matematicky model vyzaduje vytvoreni odpovidajicitho pravdépodobnostniho prostoru pro
tento pokus.

Necht U, resp. V je ndhodna veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (21, Ay, P1), resp.
(QQ,AQ, .PQ)7 pfléemz Ql n QQ = @

Necht ¢ € (0, 1).

Definujeme novy pravdépodobnostni prostor (£2,.4, P), kde

Q=0Q,UQ,, A:{AIUA2|A1€A1, AQEAQ},

P(Al UAQ) = CPl(Al) + (1 — C) PQ(AQ) pro A; € Ay, As € As.

Definujeme funkci X: Q — R:

J U(w) prowe,
X(w){ V(w) prow € Q.

X je ndhodnd veli¢ina na (2, A, P).
X nazyvame smés nahodnych velicin U,V s koeficientem ¢ (angl. mizture), znaéime
Mix.(U, V). M4 pravdépodobnostni miru

PX:CPU+(1—C)PV

a distribuéni funkei
Fx :CFU+(1—C)Fv.

Podobné definujeme obecnéji smés nahodnych veli¢in Uy, ..., U, s koeficienty ¢y,...,¢c, €
n

(0,1), > ¢ = 1, znacime Mix(.,, . ¢)(U1,...,Un) = Mixe(Uy, ..., Up), kde ¢ = (c1, ..., cn).
i=1

=
n n
M3 pravdépodobnostni miru Y ¢; Py, a distribuéni funkei ) ¢; Fy,. (Lze zobecnit i na spocetné
i=1 =1
mnoho ndhodnych veli¢in.)

Podil jednotlivych slozek je uréen vektorem koeficientu ¢ = (¢q,. .., ¢,). Jejich pocet je stejny
n—1

jako pocet ndhodnych veli¢in ve smési. Jelikoz ¢, = 1 — > ¢;, posledni koeficient nékdy
i=1

vynechdvame.

Specidlné pro dvé ndhodné veliciny Mix (.1 ) (U, V) = Mix.(U, V') (kde c je ¢islo, nikoli vektor).



Priklad: Smési redlnych cisel rq,...,7, s koeficienty ci,...,c, je ndhodna velicina X =
Mix(, ..., Cn)(rl, cey ),

Px(N=PXell= > a Fxt)=> .

ir, €1 i <t

Lze ji popsat téz pravdépodobnostni funkei px: R — (0, 1),

pX(t)ZPX({t})zP[X:t]:{ ¢ prot=r;,

0 jinak
(pokud jsou r1,...,r, navzijem ruznd). MoZzno zobecnit i na spocetné mnoho redlnych ¢isel.

4.6 Druhy nahodnych velicin

1. Diskrétni: (z predchoziho ptikladu) Existuje spocetnd mnozina Ox, pro kterou Px (R \
Ox) = P[X ¢ Ox] = 0. Nejmensi takova mnozina (pokud existuje) je
Qx ={teR: Px({t}) #0} ={t e R: P[X =t] # 0}.

Diskrétn{ ndhodnou veli¢inu popisuje pravdépodobnostni funkce px(t) = Px({t}) =
PIX =1t].

Spliuje > px(t) = 1.
teR

2. Spojita: Ma spojitou distribuéni funkci.

3. SmiSena: Smés piedchozich dvou piipadu;
Ox #0, Px(R\ Qx) = P[X ¢ Qx| # 0.

4.7 Popis spojité nahodné veliciny

Nghodn4 veli¢ina X je absolutné spojitd, jestlize existuje nezdpornd funkece fx: R — (0, 00)
(hustota ndhodné veliciny X) takova, ze

0= mwa

o0
Hustota splituje [ fx(u)du = 1.
—o0
Neni urc¢ena jednoznaéné, ale dvé hustoty fx,gx téze ndhodné veli¢iny spliuji
J; (fx(2z) — gx(x)) dz = 0 pro vSechny intervaly I.

Lze volit fx(t) = dFX () , pokud derivace existuje.

Px({t}) =0 pro vsechna t.

Nékteré spojité ndhodné veli¢iny nejsou absolutné spojité; maji spojitou distribuéni funkei,
kterou nelze vyjadrit jako integral. Tyto piipady dale neuvazujeme.



4.8 Popis smiSené nahodné veliciny

Ndhodnou veli¢inu X se smiSenym rozdélenim nelze popsat ani pravdépodobnostn{ funkef (exis-
tuje, ale neurcuje celé rozdéleni) ani hustotou (neexistuje, nevychdz{ koneénd), ale lze ji jed-
noznaéné vyjadiit ve tvaru X = Mix.(U, V), kde U je diskrétni, V je spojitd a ¢ € (0,1):
c=Px(Qx) = Px({t e R: Px({t}) #0}),
cPu({t}) + (1 —c) Pv({t}) = cPu({t}) = Px({t}),
———
0

pu(t) = Py({ty) = XU

Qu = Qx, '
cPy(I)+(1—¢)Py(I)= Px(I),
Px(I) —CPU(I)

Py(I) = T—<¢ ;
(= X0 = b0

teR
cpu(t) =px(t),
pU(t) = pX(t) )
cFy(t)+ (1 —c) Fy(t) = Fx(t),
Fv(t) _ FX(t) — CFU(t)

(Lze jesté pokracovat rozkladem diskrétni ¢dsti na smés Diracovych rozdéleni.)

4.9 Kvantilova funkce nahodné veliciny

Priklad 1. Pokud absolvent skoly vikd, Ze patri mezi 5% nejlepsich, pak tvrdi, Ze distribucnd
funkce prospéchu (ndhodné vybraného absolventa) md u jeho prospéchu hodnotu nejvgse 0.05.
(Predpokladdme, Ze lepsimu prospéchu odpovidd nizZsi pramér zndmek.)

Neostra nerovnost v definici znamend, Ze hodnota distribucni funkce uddvd podil téch absol-
ventu, kteri meli lepsi nebo stejny prospéch.

Obrdcené se lze ptdt, jaky prospéch je potreba k tomu, aby se absolvent dostal mezi 5% nej-
lepgich.

Pro a € (0,1) hleddme t € R takové, ze Fx(t) = a. Mdme vSak zaruceno pouze, ze

JdeR:P[X <t]<a<P[X<t]=Fx().

Vsechna takovd t tvor{ omezeny interval a vezmeme z néj (obvykle) stied, presnéji tedy

qX(a):%(sup{t€R|P[X<t]§a}+inf{t€R|P[X§t]Zoz}).



Cislo gx () se nazyvé a-kvantil ndhodné veliciny X a funkce gx: (0,1) — R je kvantilova
funkce ndhodné veliciny X. Specidlné qx(%) je median, dalsi kvantily maji také svd jména —
tercil, kvartil (dolni gx (%), horni gx(2)) ... decil ... centil neboli percentil ....

Vlastnosti kvantilové funkce:
e neklesajici,
¢ qx(a) = 5 (ax(a—) + gx(at)).
Veéta: Tyto podminky jsou nutné i postacujici.

Obréaceny prevod:

Fx(t) =inf{a € (0,1) | gx(a) >t} = sup{a € (0,1) | gx(a) < t}.

Funkce Fx,gx jsou navzdjem inverzni tam, kde jsou spojité a rostouci (tyto podminky staci
ovéFit pro jednu z nich).

4.10 Jak reprezentovat nahodnou velicinu v pocitaci

1. Diskrétni: Nabyva-li pouze kone¢ného poctu hodnot tx, k =1,...,n, sta¢i k reprezen-

taci tyto hodnoty a jejich pravdépodobnosti px (tx) = Px({tx}) = P[X = ti], ¢imz je
plné popsdna pravdépodobnostni funkce 2n ¢isly (az na nepfesnost zobrazeni redlnych
¢isel v pocitaci).
Pokud diskrétni ndhodnd veli¢ina nabyva (spocetné) nekoneéné mnoha hodnot, musime
nékteré vynechat, zejména ty, které jsou mélo pravdépodobné. Pro kazdé ¢ > 0 lze
vybrat koneéné mnoho hodnot tx, k = 1,...,n, tak, ze Px(R\{t1, ...,tn}) = P[X ¢
{t1, ...,tn}] < e. Zbyvé viak problém, jakou hodnotu pfifadit zbyvajicim (byt malo
pravdépodobnym) piipadim.

2. (Absolutné) spojita: Hustotu muzeme pfiblizné popsat hodnotami f(tx) v ,,dostateéné
mnoha“ bodech ti, kK = 1,...,n, ale jen za predpokladu, ze je ,dostatecné hladka“.
Zajimaji nas z ni spiSe integraly typu

Fy(tiar) — Fx(ty) = / " fx(w) du,

tr

z nichz lze piiblizné zkonstruovat distribuéni funkci. Muzeme pro reprezentaci pouzit
pifmo hodnoty distribuén{ funkce Fx (tx). Tam, kde je hustota velkd, potiebujeme volit
body husteé.



Muzeme volit body tx, k =1,...,n, tak, aby pifrustky Fx (tx+1)— Fx (tx) mély zvolenou
velikost. Zvolime tedy ay € (0,1), k=1,...,n, a k nim najdeme ¢fsla ¢t = gx (o).

Pamétova naroénost je velkd, zavisi na jemnosti §kaly hodnot ndhodné veli¢iny, resp. jeji
distribuéni funkce.

Casto je rozdéleni znamého typu a staéi doplnit nékolik parametri, aby bylo plné uréeno.
Mnohé obecnéjsi piipady se snazime vyjadfit alespon jako smési ndhodnych veli¢in s

rozdélenimi znamého typu, abychom vystacili s kone¢né mnoha parametry.

3. SmiSena: Jako u spojité nahodné velic¢iny. Tento popis je vSak pro diskrétni cast zbytecné
nepresny.
Muzeme pouzit rozklad na diskrétni a spojitou ¢ast.

4.11 Operace s nahodnymi velicinami

Zde I,J C R jsou intervaly nebo spocetna sjednoceni intervalu.
Pricteni konstanty r odpovidd posunuti ve sméru vodorovné osy:

Pxi.(I+r)=Px(I), Pxi.(J)=Px(J—r),
Fxyr(t+71)=Fx(t), Fxir(u)=Fx(u—r),
gx+r(@) = gx(a)+r.

Vynasobeni nenulovou konstantou r odpovida podobnost ve sméru vodorovné osy:
P,x(rl) = Px(I), Px(J)=Px (£).
Pro distribu¢ni funkci musime rozlisit pripady:

o >0 F.x(rt) = Fx(t), F.x(u)=Fx (%), grx (@) =rgx(a),

o7 =—1: F_x(-t) = P_X((—oo,—t>) = (( o0)) = 1 = Px((—00,t)), v bodech
spojitosti distribuéni funkce x(=t) =1—-Px((—o0,t)) =1-PX <t]=1-

PX <t]=1-Px((-o0,t)) =1~ Fx( )
F_x(u)=1-Fx(—u), v bodech nespojitosti limita zprava (stfedové symetrie grafu

podle bodu (0, 1) s opravou na spojitost zprava),

q-x(a) = —qgx(1 - a),



e r <0 kombinace pfedchozich piipadiu.

Zobrazeni spojitou rostouci funkeci h:

Pux)y(h(I)) = Px(I),  Fux)(h(t)) = Fx(t),  Fueo(u) = Fx (™' (u),

gn(x)(@) = h(gx(a)) v bodech spojitosti kvantilové funkce.

Zobrazeni neklesajici, zleva spojitou funkeci h:

Fugoey (1) = sup{ Fx (£) | h(t) < u}.

Zobrazeni po castech monotonni, zleva spojitou funkci h:

Muzeme vyjadiit h = hy — h_, kde hy,h_ jsou neklesajici.

X vyjadifme jako smés X = Mix.(U, V), kde U nabyva pouze hodnot, v nichz je h neklesajici,
V' pouze hodnot, v nichz je h nerostouci. Vysledek dostaneme jako smés dvou ndhodnych
veli¢in, vzniklych zobrazenim funkcemi h,,h_. Funkci h Ize aplikovat na smés , po slozkach*,
tj. h(Mix (U, V)) = Mix.(h(U), h(V)).

Soucet ndhodnych veli¢in neni jednoznacné urcen, jediné za predpokladu nezavislosti.
Ani pak neni vztah jednoduchy.

Smés ndhodnych veli¢in viz vyse. Na rozdil od souctu je plné urcena (margindlnimsi) roz-
délenimi vstupnich ndhodnyjch velicin a koeficienty smési.

4.12 Jak realizovat ndhodnou velic¢inu na pocitaci

1. Vytvorime ndhodny (nebo pseudondhodny) generator ndhodné veli¢iny X s rovnomérnym
rozdélenim na (0, 1).

2. Nédhodna veli¢ina gy (X) mé stejné rozdéleni jako Y. (Staci tedy na kazdou realizaci
ndhodné veliciny X aplikovat funkci gy.)

Vsechna rozdeéleni spojitych ndhodnych veli¢in jsou stejnd az na (nelinedrn{) zménu méfitka.

4.13 Stifedni hodnota

Znaceni: E. nebo pu,
Je definovéna zvlast pro

e diskrétni nahodnou veli¢inu U':

EU =py =Y t-pu(t)= Y t-pult),
teR teQu
e spojitou ndhodnou veli¢inu V:

o}

BV =y = /t-fv(t>dt,

— 00



e smés ndhodnych velicin X = Mix.(U, V), kde U je diskrétni, V' je spojita:
EX = cEU + (1-¢)EV.
(To nend linearita stiedni hodnoty!)

Lze vyjit z definice pro diskrétni ndhodnou veli¢inu a ostatni pripady dostat jako limitu pro
aproximaci jinych rozdéleni diskrétnim.
Vsechny tii piipady pokryvéa univerzalni vzorec s pouzitim kvantilové funkce

1
EX:/qX(a)da.
0

Ten 1ze navic jednoduse zobecnit na stfedni hodnotu jakékoli funkce ndhodné veli¢iny:

E (h(X)) = / h(gx (@) da.

Specialné pro diskrétni ndhodnou veli¢inu

E(h(U) = 3 k() -pu(t),

teQu

pro spojitou ndhodnou veli¢cinu by obdobny vzorec platil jen za omezujicich pfedpokladu,
protoze spojitost ndhodné veli¢iny se nemusi zachovavat.

Stiedni hodnota je vodorovnou soutadnici tézisté grafu distribuéni funkcee, jsou-li jeho elementy
vazeny prirustkem distribuéni funkce:

Pokud pracujeme se stiedn{ hodnotou, automaticky predpokldddme, ze existuje (coz nenf vzdy
splnéno).

4.13.1 Vlastnosti stfedni hodnoty

Er=r, spec. E(EX) =EX,
E(X+Y)=EX+EY, spec. E(X+r)=EX +r,
E(X-Y)=EX —-EY,

E(rX)=rEX, obecnéji E(rX+sY)=rEX +sEY.
(To je linearita stredni hodnoty.)
E (Mix.(U,V)) =cEU 4+ (1 —¢)EV .
(To nent linearita stiedni hodnoty.)
Pouze pro nezavislé nahodné veli¢iny

E(X-Y)=EX EY.



4.14 Rozptyl (disperze)

Znaceni: o2, D., var.

DX =E ((X - EX)2> —E(X?) - (EX)?,

E(X?) = (EX)* +DX.

Vlastnosti: .

DX = [ (gx(e) —EX)* da.
/

DX >0,
Dr=0,
D(X +r)=DX,
D(rX)=r*DX.

D (Mix.(U, V)) = E (Mix. (U, V)?) — (E (Mix.(U, V)))?
=cE(U*) +(1-c)E(V?) — (cEU + (1 - ¢)EV)?
—c (DU + (EU)2) +(1-0) (DV + (EV)Q)
- (02 (EU)? +2¢(1 — ¢)EUEV + (1 — ¢)? (EV)Q)
=¢DU+ (1—¢)DV +¢(1—c¢) (BU)?
—2¢(1—¢)EUEV +¢(1—¢) (EV)?
=¢DU + (1 —¢)DV +¢(1 —¢) (EU —EV)? .

Pouze pro nezavislé ndhodné veli¢iny

D(X+Y)=DX+DY, D(X-Y)=DX+DY.

4.15 Smérodatna odchylka

Znaceni: o

ox = VDX = E((X—EX)Q)

Na rozdil od rozptylu mé stejny fyzikalni rozmeér jako puvodni ndhodné veli¢ina.

Vlastnosti:

ox = (gx (@) — EX)? dov.
/



ox 207
o, =0,
UX+T:UX7

orx =|rl ox.

Pouze pro nezavislé ndhodné veli¢iny
ox+y = VDX +DY = 1/(7%( +J%,.

4.16 Obecné a centralni momenty

kEeN

k-ty obecny moment (znacéeni nezavddime): E (Xk), specidlné:
prok=1: EX,

prok=2:  E(X?)=(EX)’+DX.

Alternativni znacent: my, p..

k-ty centralni moment (znacend nezavddime): E ((X — EX)k)7
prok=1: 0,

pro k = 2: DX.

Alternativni znaceni: .

Pomoci kvantilové funkce:

4.17 Normovana nahodna velicina
je takova, kterd ma nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl:
X —-EX

X

norm X =

(pokud m4 vzorec smysl). Zpétnd transformace je

X =EX +o0x norm X .

4.18 Zakladni typy diskrétnich rozdéleni
4.18.1 Diracovo
Je jediny mozny vysledek r € R.
px(r)=1, EX =r, DX =0.

Vsechna diskrétni rozdéleni jsou smési Diracovych rozdéleni.

specialné:



4.18.2 Rovnomérné

Je m moznych vysledku stejné pravdépodobnych.

Speciélné pro obor hodnot {1,2,...,m} dostdvame
k)= —,  ke{l2 )
= - PR m
Px m ; IE) ) )
1 1
EX:%, DX = 5 (m+1) (m—1).

4.18.3 Alternativni (Bernoulliovo)

Jsou 2 mozné vysledky. (Smés dvou Diracovych rozdéleni.)
Pokud vysledky jsou 0, 1, kde 1 m4 pravdépodobnost ¢ € (0, 1), dostdvame

rx (1) =gq, px(0)=1-q,
EX=¢q, DX=gq(l1-q).

4.18.4 Binomické Bi(m,q)

Pocet uspécht z m nezavislych pokusu, je-li v kazdém stejnd pravdépodobnost tdspéchu ¢ €
(0,1). (Soucet m nezavislych alternativnich rozdeéleni.)

m
px0 = () -0 ke m),
EX =mgq, DX =mq(1—gq).

Vipocetni slozitost vijpoctu px (k) je O(k), celého rozdéleni O(m?).

4.18.5 Poissonovo Po()\)

Limitni pfipad binomického rozdéleni pro m — oo pii konstantnim
mq=\>0 (tedy ¢ — 0).

px(k):ﬁe , ke{0,1,2,...}.

Jednotlivé pravdépodobnosti se pocitaji sndze nez u binomického rozdélent (ovsem vsechny ne-
vypocitdme, protoZe jich je nekoneéné mnoho).

EX =)\, DX=).

wStredni hodnota se rovnd rozptylu;“ jednd se vZdy o bezrozmérné celociselné ndhodné
velic¢iny (pocet vyskyti,).



Poissonovo rozdéleni jako limitni pripad binomického Pro m — oo pfi konstantnim
mq=J\, tj.q:%:
px(k)=(}) "1 —-q)" "=

_m(n=1)...m=(:=1) <A>k‘ (1_A>"”_k:

Erd) (D))

4.18.6 Geometrické

Pocet tispéchi do prvniho netspéchu, je-li v kazdém pokusu stejnd pravdépodobnost tispéchu g €
(0,1).

pX(k):qk(l—q), k€{071727"'}7

Ex=-%1  px=_14

1—g¢

4.18.7 Hypergeometrické
Pocet vyskytu v m vzorcich, vybranych z M objektu, v nichz je K vyskytu (1 <m < K < M).

pX(k):W7 ke{0,1,2,...,m},
- mK - mK (M- K) (M —m)
BX==r, DX= M2 (M —1)

Vijpocetni slozitost vijpoctu px (k) je O(m), celého rozdéleni O(m?).

Binomické rozdéleni jako limitni pfipad hypergeometrického
Lemma: Prom,M € N, m < M, je

. amy M
am Gn) 3 =1
Dukaz:
iy ml M(M-1)-(M—(m-1) [ 1 _m-1
(m) Mm - M’m B 1 1 M 1 M - 1

Dausledek: Pro M > m muzeme (% ) pocitat priblizné jako %—T



Hypergeometrické rozdéleni pro M — oo pti konstantnim % =q,tj. X=K =14 (s vyuzitim

M
predchoziho lemmatu):
() (k) | AL
px(k) = SEets o En P =
(m) m!
m—Fk
_ m! . K7k . (M — K) _ (m) k (1 _ )m*k
K (m—k) M+ am—k k) L
4.19 Zakladni typy spojitych rozdéleni
4.19.1 Rovnomeérné R(a,b)
1
_ —a pro te <a, b>,
Jx(®) _{ 0  jinak,
=2 prou € (a,b),
Fx(u)=< 0 prou<a,
1 prou > b,
gx(@)=a+ (b—a) a,
b 1
Ex=21%  px-—_ p-a?.
2 12
4.19.2 Normalni (Gaussovo) N(u,o?)
A. Normované N(0, 1):
1 —t?
t) = t) = exp | ——
o0 = fa (0 = 7= o0 ()
Distribuéni funkce je transcendentni (Gaussiv integral) @,
() = Fr(o) () /u ! (_t2>dt
u) = u) = — €X 5 )
N(0,1) > p 9
kvantilova funkce @~ je inverzni k ®.
B. Obecné N(u, 0?):
1 —(t—p)?
fN(/J,,o’Q)(t) = oo exp (20—2 5 EX = oy DX = 0'2 .
4.19.3 Logaritmickonormalni LN(yu,o?)
je rozdélenf ndhodné veli¢iny X = exp(Y), kde Y ma N(u, 0?)
freu) = { o o (F ) = BB pro w0,
0 jinak,

_ | FN(ue2) (Inu) prou>0,
Fx(u) = { 0 jinak,
2

EX =exp <u + 02> , DX = (exp (2,u + 02)) (eXp (02) - 1) .



4.19.4 Exponencidlni Ex(7)

Napt. rozdéleni ¢asu do prvni poruchy, jestlize (podminénd) pravdépodobnost poruchy za
casovy interval (t,t + §) z&vis{ jen na §, nikoli na ¢:

L exp (—i) prot >0,
Fx(t) { 0 jinak,
B 1—exp(—%) pro u >0,
Fix(u) = { 0 jinak,
gx (@) =—1In(l-a),
EX =T, DX =172, ox =T.

4.20 Nahodné vektory 2
Nahodny vektor X = (X1,...,X,) je popsany sdruzenou distribuéni funkei Fix: R™ — (0,1)

Fx(ti,...,tn) =P[X1 <t1,..., X, <t,].

4.20.1 Diskrétni nahodny vektor

ma vS8echny slozky diskrétni. Lze jej popsat téz sdruzenou pravdépodobnostni funkci
px: R™ — (0,1)
px(tl,...,tn) = P[Xl :t17...,Xn Ztn] 5

ktera je nenulova jen ve spocetné mnoha bodech.

Diskrétni ndhodné veliciny Xy, ..., X, jsou nezavislé, pravé kdyz
P[Xl :tl,...,XnZtn] :HP[XZ :tz]

pro vSechna t1,...,t, € R. Ekvivalentni formulace:

n
px(t, . tn) = [[ px. (t:) -
=1

4.20.2 Spojity ndhodny vektor

ma& vSechny slozky spojité. Lze jej popsat téz sdruzenou hustotou pravdépodobnosti coz
je (kazdd) nezaporna funkce fx : R™ — (0, 00) takovd, ze

t1 tn
FX(tl,...,tn):/ fx(ui,...,up)dug ... .du,,
pro v8echna ty,...,t, € R. Pokud to jde, volime
o 0 0
fX(ul,...,un) Fx(tl,...,tn) = D1D2...Dan(t1,...,tn)

T Ot ot o,



Specidlné pro intervaly (a;,b;) dostdvdme

P[X1E(al,b1>,...,Xn€<an,bn>] PX al,bl ..x(an,bn>)
by
/ / fX Uy ..., U )duldun
Spojité ndhodné veliciny X, ..., X, jsou nezavislé, pravé kdyz

fx(ty,.ootn) =[] fx. () -
pro skoro vsechna ty,...,t, € R.

4.21 Ciselné charakteristiky nidhodného vektoru

Stredni hodnota
e nihodného vektoru X = (Xy,..., X,): EX = (EXy,...,EX,)
e komplexni ndhodné veli¢iny: X = R(X) +i3(X): EX :=ER(X) +iES(X)
e nenumerické ndhodné veli¢iny: nema smysl

Rozptyl ndhodného vektoru X = (Xq,...,X,,): DX := (DXy,...,DX,)

Je-li U nahodn4 veli¢ina, a,b € R, pak a U + b ma charakteristiky

E(aU+b)=aEU +b, D(aU +b) =a’DU.

Na rozdil od jednorozmérné ndhodné veli¢iny, stfedni hodnota a rozptyl ndhodného vektoru
nedavaji dostatecnou informaci pro vypocet rozptylu jeho linedrnich funkci. Proto zavadime
dalsi charakteristiky. Napf.

E(X+Y)=EX +EY,

D(X +7Y) :E((X+Y)2) — (B(X +Y))?
E(X*+Y?+2XY) - (EX +EY)’

=E(X?) +E (Y2) +2E(XY) - ((EX)2 +(EY)? +2EX EY)
E(X?) - (EX)’+E(Y?) - (BY)’ +2(E(XY) — EXEY)

DX DY cov(X,Y)
— DX + DY 42 cov(X,Y),

kde cov(X,Y) := E(XY) — EXEY je kovariance ndhodnych veli¢in X,Y. Ekvivalentné ji
lze definovat
cov(X,Y) = E((X — EX) (Y —EY)),

nebot
E((X —EX) (Y —EY))=E(XY — XEY — Y EX + EXEY)
—E(XY)-EXEY —EXEY + EXEY .
0




(Prvni vzorec je vhodnéjsi pro vypocet.)
Pro existenci kovariance je postacujici existence rozptylu DX, DY .

Vlastnosti kovariance:

cov(X,X) =DX,

cov(aX +b,cY +d) =accov(X,Y)
(srovnejte s vlastnostmi rozptylu jako specidlniho piipadu),
cov(X,—-X)=-DX.

specidlné

cov(Y, X) = cov(X,Y),

(a,b,c,d € R)

Pro nezavislé ndhodné veliciny X,Y je cov(X,Y) = 0.

Pouzitim kovariance pro normované nahodné veli¢iny vyjde korelace:

0(X,Y) = cov(norm X, normY) =

cov(X,Y)

0Xx 0y

= E (norm X - normY")

(predpoklddame, ze smérodatné odchylky ve jmenovateli jsou nenulové).

Specidlné o(X, X) = 1.

Vlastnosti korelace:
Q(Xv X) = 13
oY, X) = o(X,Y),

o(aX +b,cY 4+ d) =sign (ac) o(X,Y)

o X, —X) = -1,

Q(Xa Y) € <717 1>a

(a,b,e,d € R,

(az na znaménko nezdlezi na prosté linedrn{ transformaci).

Dusledek:

o(aX +b,X) = sign (a).

a#0#c)

Jsou-li ndhodné veliciny X,Y nezavislé, je o(X,Y) = 0. Obrécend implikace v3ak neplati(neni
to postacujici podminka pro nezédvislost). Nahodné veliciny X, Y spliujici o(X,Y) = 0 nazyvame

nekorelované.

Pro ndhodny vektor X = (X3,...

Yx =

[cov(X1, X1) cov(Xy, Xs)
cov(Xo, X1) cov(Xa, Xo)

Lcov(Xy, X1)  cov(X,, Xo)

I DX1 COV(Xl,XQ)
COV(Xl,XQ) DX2

[cov(X1, X)) cov(Xa, Xy,)

, Xn) je definovdna kovarianéni matice

cov(X1, X,)
cov(Xso, X))

Je symetrickd pozitivné semidefinitni, na diagonale ma rozptyly.
Podobné je definovédna korelaéni matice

o0x =

]- Q(XlaXQ)
0(X1, Xo) 1

(X1, Xn)  o(Xz2, Xn)

Je symetrickd pozitivné semidefinitni.



4.21.1 Vicerozmérné normalni rozdéleni N(u,Y)

popisuje specialni ptipad ndhodného vektoru, jehoz slozky maji normélni rozdéleni a mohou
byt korelované. M4 hustotu

R N G
W ror— p(-5 -0 TE-0).

kde t = (t1,...,t,) € R™,

= (1,5 pn) €ER?,

T € R™ ™ je matice, BUNO symetricka.

Parametry rozdélent:

= (p1,...,n) € R™ je stfedni hodnota ndhodného vektoru,
¥ := T je kovarianén{ matice, specidlné jeji hlavni diagonéla
(311,222, -+, Znn) € R™ je rozptyl ndhodného vektoru,
margindln{ rozdélen{ i-té slozky je N(p;, X4;);

pomoci téchto parametru piseme

1

NG (t) == m

exp (= €= 57 (=)

4.22 Linearni prostor ndhodnych veli¢in

(Q, A, P) pravdépodobnostni prostor,
L linedrn{ prostor vsech ndhodnych veli¢in na (92, A, P), tj. A-méfitelnych funke{ Q — R,
s¢itdni ndhodnych veli¢in a jejich ndsoben{ redlnym ¢éislem = operace s funkcemi (bod po bodu),
Lo linedrni podprostor vsech ndhodnych veli¢in z £, které maji rozptyl,
o [,2 X £2 — R7

XeY :=E(XY),

je bilinedrni (=linedrni v obou argumentech) a komutativn{ operace, skalarni souc¢in (pokud
ztotoznime ndhodné veliciny X,Y , pro které P[X # Y] = 0; za prvky prostoru pak povaZujeme
tridy ekvivalence misto jednotlivgch ndahodnych velic¢in.),

1X|| := VX ¢ X = \/E(X?)
je norma,

d(X,Y):=||X — Y| = E«Xfo>

je metrika (vzdélenost)

(bez predchoziho ztotoZnéni pouze pseudometrika, mohla by byt nulovd i pro X #Y.)

Lo 1ze rozlozit na 2 ortogondlni podprostory:

R = jednodimenzionéln{ prostor vSech konstatnich ndhodnych veli¢in (tj. s Diracovym rozdélenim
N = prostor vSech ndhodnych veli¢in s nulovou stfedni hodnotou.

EX je kolmy prumét X do R(pokud ztotozriujeme toto rediné éislo s prislusnou konstantni
ndhodnou velic¢inou, jinak souradnice ve sméru R ),

X — EX je kolmy pramét X do N,

norm X = X=EX je jednotkovy vektor ve sméru kolmého primétu X do N,

ox = ||X — EX|| je vzdalenost X od R.



Z kolmosti vektori X — EX € N, EX € R a Pythagorovy véty plyne

2 2 2
Xo X =[IX|I" = |IX = EX[|" + [|[EX]|
E (X?) = DX + (EX)?

4.22.1 Linearni podprostor A’ ndhodnych velié¢in s nulovymi stFfednimi hodnotami
Specidlné pro ndhodné veliciny z N:

o =XeX,

ox = IXII,

cov(X,Y)=XeY,
cov(X,Y)  XeY
oxoy [ X[[IY]

oX,Y) = =cos Z(X,Y).

Dusledek: Nédhodné veliciny X,Y s nulovymi stfednimi hodnotami jsou ortogonalni,
pravé kdyz jsou nekorelované.

Obecné v Lo

o(X,Y) je kosinus thlu pramétt X,Y do N,

cov(X,Y) =X ¢Y — EXEY je skaldrn{ sou¢in pruméta X,Y do N.

4.22.2 Linearni regrese

Uloha: Je ddn nahodny vektor X = (X1,...,X,) andhodnd veli¢ina Y.

(Predpokladdme, Ze vsechny ndhodné veliciny jsou z Lo ). Méme najit takové koeficienty ¢y, . .., ¢,

aby linedrni kombinace Y ¢; X; byla co nejlepsi aproximaci ndhodné veli¢iny Y ve smyslu
i

D]
k

Reseni: K vektoru Y hleddme nejblizsi bod v linedrnim podprostoru, ktery je linedrnim obalem

vektoru X1, ..., X,,; FeSenim je kolmy pramét. Ten je charakterizovan tim, ze vektor > ¢; X;—Y
i

kritéria

je kolmy na X;, j=1,...,n,
(> axi-v)ex; =0,
k

ch o X;)=YeX;.

To je soustava linedrnich rovnic pro nezndmé koeficienty cy,...,c, (soustava normdlnich
rovnic).

Specialné pro ndhodné veliciny s nulovymi stfednimi hodnotami:

Zci cov (X;, X;) = cov (Y, Xj) ,

takze matice soustavy je kovarianéni matice ¥ x.



4.23 Reprezentace nahodnych vektort v pocitaci

Obdobn4 jako u ndhodnych veli¢in, aviak s rostouci dimenzi rychle roste pamétova naroénost.
To by se nestalo, kdyby ndhodné veli¢iny byly nezavislé; pak by stacilo znit marginalni
rozdéleni.

Proto velkou dsporu muze pfinést i podminéna nezavislost.

Pokud najdeme uplny systém jevil, které zajistuji podminénou nezévislost dvou ndhodnych
veli¢in, pak muzeme jejich rozdéleni popsat jako smés rozdéleni nezavislych ndhodnych veli¢in
(a tedy uspornéji).

4.24 Cebyéevova nerovnost

Véta: 1
V§ > 0: P[lnorm X| < d] 2175—2,
kde norm X = % (pokud ma vyraz smysl).

Dukaz pomoci kvantilové funkce:

D(norm X)=E ((normX)Q) — (E (norm X))?,
1 0

1=E ((normX)2) =EY,

kde Y = (norm X)?. Odhad pravdépodobnosti 8 = P [|[norm X| < 6] = P[Y < §2] = Fy (62—):

1 B 1
1:EY:/qy(a)da=/qY(a) da—l—/qy(a) da > (1-p3)6%,
S~—— S~——
0 0 >0 B >62
1
Bx1-=.

Ditkaz pomoci smési: Vyjadifme Y = (norm X)* = Mixg(L,U), kde
L nabyvé pouze hodnot z (0, 6?),
U nabyvé pouze hodnot z (4%, 00), takze EU > 62,

B = Fy(6%).
1=EY =p BL+(1-5) BU > (1-5) 6°.
>0 >52

Rovnost nastava pro U = 62, L = 0, tj. pro diskrétni rozdéleni
{(EX —§0x,3%), (EX, B), (BX +dox, 57)}.

Ekvivalentni tvary (¢ = dox):

V6>O:PHX_
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5 Zakladni pojmy statistiky

5.1 K ¢emu potrebujeme statistiku

Zkoumani spolecénych vlastnosti velkého poc¢tu obdobnych jevi.
Pfitom nezkoumdme vsechny, ale jen vybrany vzorek (kvuli cené testt, jejich destruktivnosti
apod.).

e Odhady parametru pravdépodobnostniho modelu

e Testovani hypotéz

Potize statistického vyzkumu — viz [Rogalewicz|.

5.2 Pojem nahodného vybéru, odhady
Soubor

e zikladni (=populace)

e vybérovy

Nahodny vybér jednoho prvku zdkladniho souboru (s rovnomérnym rozdélenim) a stanoveni
ur¢itého parametru tohoto prvku urcuje rozdéleni ndhodné veli¢iny.

Opakovanym vybérem dostaneme ndhodny vektor, jehoz slozky maji stejné rozdéleni a jsou
nezavislé.

Takto vytvorime vybérovy soubor rozsahu n, obvykle vsak vylou¢ime vicendsobny vybér
stejného prvku (vgbér bez vracent). Jeho rozdéleni se muze ponékud lisit od puvodniho. Tento
rozdil se obvykle zanedb4vé, nebot

1. pro velky rozsah zdkladniho souboru to neni podstatné,
2. rozsah zdkladniho souboru nékdy neni zndm,

3. vypocty se znatné zjednodusi.



Ptesnost odhadu je dédna velikosti vybérového souboru, nikoli populace.

Nadhodny vybér X = (Xi,...,X,) je vektor ndhodnych veli¢in, které jsou nezavislé a majf
stejné rozdéleni.

(Vynechdvame indexy, napi. F'x misto Fl, .)

Provedenim pokusu dostaneme realizaci nahodného vybéru,

z=(z1,...,2,) € R™,

kde n je rozsah vybéru.

Statistika je (kazdd) méfitelna funkce G, definovana na ndhodném vybéru libovolného rozsahu.
(Pocitd se z ndhodnych veli¢in vybéru, nikoli z parametrt rozdélen.)

,Meéritelna“ znamend, ze pro kazdé ¢t € R je definovana pravdépodobnost
P[G(X17 o 7Xn) S t] = FG(Xl,...,Xn)<t) .

Statistika jako funkce nahodnych veli¢in je rovnéz ndhodnd veli¢ina.

Obvykle se pouzivé jako odhad parametriu rozdéleni (které ndm zustévaji skryté).
Znageni:

... skutecny parametr (redlné ¢islo),

@) >

, O, ... jeho odhad zalozeny na ndhodném vybéru rozsahu n (ndhodnd veli¢ina)
RN

.. realizace odhadu (obvykle redlné ¢islo)
idouci vlastnosti odhadu:

N« )

e EO, =9 nestranny (opak: vychyleny)

e lim EO, =¥ asymptoticky nestranny

n—oo
e eficientni = s malym rozptylem, coz posuzujeme podle

~ ~ ~ 2 ~
E ((@n — 19)2) =DO, + (E(@n — 19)) , pro nestranny odhad se redukuje na DO,

e nejlepsi nestranny odhad je ze vSech nestrannych ten, ktery je nejvice eficientni (mohou
vsak existovat vice eficientn{ vychylené odhady)

e lim E(:)n =4, lim o5 =0 konzistentni
n—oo n—oo n

e robustni, tj. odolny vuéi Sumu (,,i pfi zasumeénych datech dostdvame dobry vysledek®)
— zde uz presné kritérium chybi, zato je to velmi praktickd vlastnost

5.3 Vybérovy prameér
z ndhodného vybéru X = (Xy,...,X,) je

Alternativni znaceni: X,, (pokud potrebujeme zduraznit rozsah vgbéru)
Jeho realizaci zna¢ime malym pismenem:



Veéta:

pokud existuji. (Zde EX = EX} atd.)

Dusledek: Vybérovy prumeér je nestranny konzistentni odhad stfedni hodnoty.
(Nezavisle na typu rozdéleni.)

Cebysevova nerovnost pro X ,, davé

DX, DX
=—5—=0 pro n — 00.
e? ne?

P[|X,-EX|>¢] <
To plati i za obecnéjsich pfedpokladi (X; nemusi mit stejné rozdéleni) — slaby zdkon velkych
cisel.
Lidové se hovoii o ,,pfesném souétu nepfesnych &fsel“, coz je chyba, nebot soucet 2?21 X; mé
rozptyl n DX — oo. Relativni chyba souctu klesa, absolutni roste.

Rozdéleni vybérového praméru muze byt podstatné slozitéjsi nez puvodni, jen ve specidlnich
piipadech je jednoduchd odpovéd.

Véta: Vybérovy priimér z normalniho rozdélenf N(u, 0?) ma normaln{ rozdéleni N (u, %02)
a je nejlepsim nestrannym odhadem stiedni hodnoty.

Podobn4d véta plati i pro jinad rozdéleni alespon asymptoticky:

Centralni limitni véta: Necht X, j € N, jsou nezdvislé stejné rozdélené ndhodné veli¢iny
se stfedni hodnotou EX a smérodatnou odchylkou ox # 0. Pak normované ndhodné veli¢iny

Y, =norm X,, = @(j{n —EX)
ox

konverguji k normovanému normalnimu rozdéleni v nasledujicim smyslu:

VteR: nhﬁn;o Fy (t) = nh~>H;oF om X, () = @(1).

n

5.4 Vybérovy rozptyl
ndhodného vybéru X = (X;,...,X,) je statistika

Sk = (X = Xn)*.

1

1 n
n—1 —

J

Alternativn{ znageni: S? (Dvojka v hornim indexu zde neznamend kvadrdt!)
Jeho realizaci zna¢ime malym pismenem:

n—1~4%
j=1



Praktic¢tejsi jednopruchodovy vzorec:

1 = no =2 1 = 1 2
2 X2 X X2 X
. — = . ( ) .
X n—ljg1 Jop—1""" n—ljg1 7oon(n-1) Z !

Véta:
ES% = DX.

Diikaz: Z jednoprichodového vzorce pro S% dostdvdme

" pxz- " px’-_" - (DX +(EX)? - DX, — (EX,f) _

n—1 n—1 n—

- (DX + (EX)? - %DX - (EX)Q) =DX.

ES% =

n—1

Veéta: Vybérovy rozptyl je nestranny konzistentni odhad rozptylu (pokud puvodn{ rozdélen{
mé rozptyl a 4. centrdln{ moment).

VVVVVV

Speciélné pro rozdéleni N(0,1) an = 2:
X1+ X,
2 )

B B X, - X 2 X, — X 2
P — 2 — 2: 1 2 = 1 2 = 2
S% = (X1 - X+ (Xo—X)?=2 < 5 ) ( NG ) U?,

- - X1 -X
leX:f(XzfX):% ma rozdéleni N (0,3) ,

’2

X =

kde U = #1722 md rozdelent N (0, 1). Tomu fikéme:

5.4.1 Rozdéleni x? s 1 stupném volnosti

= rozdélen{ ndhodné veli¢iny V = U2, kde U m4 normované normalni rozdéleni N(0, 1).
Zmaceni: x2(1). (Toto rozdéleni neni zvykem normovat.)

EV =EU? = DU +(EU)* =1,
~~ =~

1 0
DV =2. (bez dukazu)

Pro ¢t > 0 vychézi distribuéni funkce

hustota

fo(t) = Fy(t) = (20(VD) =2 (Vi) #/(vi) =

Zobecnéni:



5.4.2 Rozdéleni x? s n stupni volnosti

n
= rozdéleni ndhodné veliciny Y = ) Vj, kde V; jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim

Jj=1
X*(1)
n
= rozdélen{ ndhodné veliciny Y = Y U j2, kde U; jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s normo-
j=1
vanym normalnim rozdélenim N(0, 1).
Znaceni: x2(n).

n n
EY =E) V; =) EV; =1,
; j Jz—;\;i

n n
DY =D V. = DV, =2n.

Jj=1

Véta: Necht X, Y jsou nezavislé ndhodné veli¢iny s rozdélenim x2(€), resp. x2(n). Pak X +Y
m4 rozdélenf x2(& + 7).
Hustota
_ [ ey te® proy>0,
Fr(®) { 0 jinak,

o
—
3
=

I
[\
s

o
r@)’

I(z)= [ t*" e tdt,

specidlné T'(m + 1) = m! pro véechna m € N.
Speciélné pro n = 2 je ¢(n) = 1/2 a dostavame exponencidlni rozdéleni.

Hustoty rozdéleni x2 s 1,2,...,10 stupni volnosti a jeho odmocniny (,,vzddlenost od stiedu
terce®).
5.4.3 Vybérovy rozptyl
z normalniho rozdéleni N(EX, DX) splauje:

(n—1) 5%

DX mé rozdélenf x(n —1).



3

Rozdéleni odhadu rozptylu pomoci vybérového rozptylu S% pro rozsah vybéru 2,3,...,10 a

3=2141,2241,...,27+1=129.

Dausledek: Rozptyl vybérového rozptylu z normélniho rozdéleni N(EX,DX) je

2
2 2
DSk = — (DX)*.

Véta: Pro ndhodny vybér X = (X1,...,X,) z normélniho rozdélen{ je X nejlepsi nestranny
odhad stiedni hodnoty, S% je nejlepsf nestranny odhad rozptylu a statistiky X, S% jsou kon-

zistentni a nezavislé.

Existuje vSak vychyleny odhad rozptylu, ktery je eficientnéjsi:

5.4.4 Alternativni odhad rozptylu

j=1

Véta: DX je vychyleny konzistentni odhad rozptylu.
Dukaz: !
EDX = '~ " DX = DX,
n

NY sl s Q2 - n—1\2
DX mé4 rozptyl mensi nez Sk, a to v poméru (T) .
Eficienci nemuzeme porovnat obecné; aspoin pro normalni rozdéleni:

1. eficience odhadu Sgcz

2
2 2
DSk = — (DX)*.

2. eficience odhadu DX (DX je konstanta):

E(DX - DX)? =D (6)\( —DX) + (E (5)\( —DX))2 _

n—1 n2

a protoze
2n—-1 2 2
57— < - <

n n n-—1"

je odhad DX vice eficientni nez S% (ktery je nejlepsi nestranny!).

D
:<n—1>2 2 pxps L ox)pe s

n2

(DX)*,



5.5 Vybérova smérodatna odchylka
ndhodného vybéru X = (Xy,...,X,) je statistika

Sx =1/S% = nil S (X - X2

J=1
Alternativni znaceni: S
Jeji realizaci zna¢ime malym pismenem:
n
1
Sp = (xj —@n)%.
n—1 4
Jj=1

Véta:

ESX § ox .

Rovnost obecné nenastava, takze to neni nestranny odhad smérodatné odchylky!
Dikaz:

DX = ES% = (ESx)’ +DSx > (ESx)?,
N——
>0
gx > ESX .

Véta: Vybérova smérodatnd odchylka je konzistentni odhad smeérodatné odchylky (pokud
puvodni rozdéleni m4 rozptyl a 4. centraln{ moment).

5.6 Vybérovy k-ty obecny moment
ndhodného vybéru X = (Xi,...,X,,) je statistika

My = % > Xy

Alternativni znaceni: M,
Jeho realizaci zna¢ime malym pismenem:

mxr =

<
Il
N

S
“é?f

Veéta:
EMy: = EXF.

(Tj. je to nestranny odhad k-tého obecného momentu.)

Véta: Vybérovy k-ty obecny moment je konzistentni odhad k-tého obecného momentu (pokud
X m4 k-ty a 2 k-ty obecny moment).

Dukaz:

1 1

DMy: = - nDX* = = DX* = — (E(X*)? - (EX*)?) = = (EX?" — (EX")?) .
n n

S|

1
n



5.7 Histogram a empirické rozdéleni

V (nendhodném) vektoru & = (z1,...,z,) € R™ (ziskaném napt. jako realizace ndhodného
vybéru) nezdlezi na pofadi slozek (ale zélezi na jejich opakovéni). Uspornéji je popsén mnozinou
hodnot H = {z1,...,z,} (ta ma nejvyse n prvka, obvykle méné) a jejich éetnostmin, t € H.
Tato data obvykle znazornujeme tabulkou €etnosti nebo grafem zvanym histogram.
Normovanim dostaneme relativni etnosti 7, = 2t, t € H. Jelikoz ), r: = 1, definujf
relativni etnosti pravdépodobnostni funkci pgmp()(t) = 7¢ tzv. empirického rozdéleni
Emp(x). Je to diskrétni rozdéleni s nejvyse n hodnotami charakterizujici vektor .

5.7.1 Vlastnosti empirického rozdéleni

(Indexem Emp(x) oznacujeme parametry jakékoli ndhodné veliciny, kterd md toto rozdélent.)

EEmp(x Ztrt Ztnt:%ixi:aﬁ,

teH " ien i=1
1 n
E(E k k - k
O MR D WA D o)
teH " ien i=1
1
DEmp(x) = (t — EEmp(z))® r, = — Z (t—x)* n
teH " ien
1 $ 2 n—1,
= Z(xl x) = pant =g

i=1

Obecné momenty empirického rozdéleni se rovnaji vybérovym momentum puvodniho rozdéleni.
Vypocet z histogramu (z empirického rozdélen{) muze byt jednodussi nez z puvodnf realizace
ndhodného vybéru (pokud se opakuji stejné hodnoty).

Rozptyl empirického rozdéleni odpovida odhadu DX = ”Tfl S% rozptylu puvodniho rozdélent,
odlignému od S%.

5.8 Vybérovy median

je medidn empirického rozdéleni, qup(w)( ). Poskytuje jinou informaci nez vybérovy prumeér,
mnohdy uziteéngjsi (mj. robustnéjsi — odolnéjsi viéi vlivu vychylenych hodnot, outliers).
Navic vime, jak se zméni monotonni funkci.
Pro¢ se pouziva méné nez vybérovy prameér:

e Vypocetni naroc¢nost je vyssi; sefazeni hodnot méa pracnost imeérnou n Ilnn, zatimco

vybérovy prumeér n.

e Pamétova naroénost je vyssi — potfebujeme zapamatovat viechna data, u vybérového
pruméru staci 2 registry.

e Moznosti decentralizace a paralelizace vypoctu vybérového medidnu jsou velmi omezené.



5.9 Intervalové odhady

Dosud jsme skuteénou hodnotu parametru ¥ nahrazovali bodovym odhadem 5) (coz je
ndhodnd veli¢ina). Nyni misto toho hleddme intervalovy odhad, tzv. interval spolehli-
vosti I, coz je minimalni interval takovy, ze

PWell>1-a,

kde « € (0, %) je pravdépodobnost, ze meze intervalu I budou prekroc¢eny; 1 — a je koeficient
spolehlivosti. Obvykle hleddame horni, resp. dolni jednostranny odhad, kdy

I = (—00,q5(1 — a)), resp. I = (gg(a),00),

nebo (symetricky) oboustranny odhad,

=0 (3) 10 0-5))-

K tomu potiebujeme znat rozdéleni odhadu 0.

5.10 Intervalové odhady parametrii norméalniho rozdéleni N(u, 0?)
5.10.1 Odhad stiedni hodnoty pfi znidmém rozptylu o2
p odhadneme vybérovym primérem X s rozdélenim N (,u, %2)

Normovand ndhodna veli¢ina norm X = @ (X — p), stejné jako —norm X = @ (u— X) mé
rozdéleni N(0, 1);

=1—-«
=P _\éﬁ(,uX)<‘I>1(loz)}
—P:,ng—i—\(/Tﬁ(P_l(l—a)}

Obdobné dostaneme i dalsi intervalové odhady

(—oo,X + %@—1(1 —a)> ,

<X—\;ﬁ®_1(1—a),oo> ,
<X_;ﬁq>1 (1-5) X+ Fo (1_§)>,
kde)?—ﬁ@_l(l—a):j(—kﬁqu(a)

(@ (@) = =@~ !(1 — a) oviem nebyva v tabulkéch).
Pii vypoctu nahradime vybérovy prumér X jeho realizaci .



5.10.2 Odhad stifedni hodnoty pfi neznamém rozptylu

’ ~ 7 o ~ N ~ 7. 2
1 odhadneme vybérovym prumérem X s rozdélenim N (u, %),

(n—1) S%
o2

Testujeme analogicky nahodnou veli¢inu ‘S/—f (X — p), jeji rozdéleni vsak neni normalni, ackoli

02 odhadneme vybérovym rozptylem S%; m4 rozdélenf x2(n — 1).

X, Sx jsou nezavislé.

5.10.3 Studentovo t-rozdéleni (autor: Gossett)

s 11 stupni volnosti je rozdéleni ndhodné veli¢iny

kde U m4 rozdéleni N(0, 1),
V m4 rozdéleni x2(n),

U,V jsou nezavislé.
Znagenti: t(n).

Hustota:

Symetrie kolem nuly = g (1 — ) = —g() ().
Pro velky pocet stupiu volnosti se nahrazuje normalnim rozdélenim.

ey nen
& —

Hustota normovaného normélniho rozdéleni a Studentova rozdéleni s 5 stupni volnosti
(puvodniho a normovaného).



5.10.4 Odhad stifedni hodnoty pri neznamém rozptylu II

V naSem pripadé:

U= (X ) mi NO,1).

,_ (=18

D) méXQ(nil)an:nf]-?

V/n

X - _
U 55X _ Vg mb 1)
/v /S% Sx
n o2
7Z toho vyplyvaji intervalové odhady

— SX
<_007X + % qt(n—l)(l - Oé)> )

- S
<X - % qt(n—l)(l - Ot),OO) )

T
-  Sx oy o Sx o
<X - ﬁ(Jt(nfl)(l -5), X+ ﬁqunfl)(l - 2)> .

Pii vypoétu nahradime vybérovy primér X jeho realizaci & a vybérovou smérodatnou odchylku
Sx jeji realizaci sg.

5.10.5 Odhad rozptylu

2 s 2. (n-1)S% . s 20 1N
o odhadneme vybérovym rozptylem S%; ~——3=% ma rozdéleni x*(n — 1);

(n—1)S%

P D) € (_OquXQ(nfl)(l - O‘)>:|

o
=1l-«a
[(n —1) 5%
- o2 X < qxz(nfl)(l - Ot)
[ %
_qXQ(n—l)(]- - a) o
:p'026<(”1>5§ OO)] .
I G- (1 —a)’
Dostali jsme dolni odhad.

Obdobné dostaneme i dalsi intervalové odhady
—1)52
<_OO’ (n ) Sk > ’
&2 (n—1) (@)
( (n-1)S% =),
qXQ(nfl)(l - Oé)

< (n-1)8% (n—1)5% >
bem-1) (1-5) ¢em-1) (5)

=P

Pii vypoctu nahradime vybérovy rozptyl S% jeho realizaci s2.



5.10.6 Intervalové odhady spojitych rozdéleni, ktera nejsou normalni
prevadime obvykle na normdlni rozdéleni nelinearni transformaci
h(t) = @71 (Fx(t))

(Fx (X) mé rovnomeérné rozdéleni na (0, 1)).
Pouzijeme intervalovy odhad pro normalni rozdéleni a transformujeme jej zpét podle vzorce

h™H(u) = ax' (@ (u)).

5.11 Obecné odhady parametru

Rozdéleni ndhodné veli¢iny X zavisi na vektoru parametrii 9 = (J1,...,9;) € I, kde IT C R je
parametricky prostor, tj. mnozina vSech pfipustnych hodnot parametru; pravdépodobnostni
funkci znacime px (t;9) = px (t;91,...,9;) atd.

Hleddme odhad © = (C:)l, .. .,@i), resp. realizaci odhadu 9 = (51, e ,51) pomoci realizace
= (T1,...,Tn).

5.11.1 Metoda momentu
Pro k=1,2,... je k-ty obecny moment funkci 99,
EXF () = EX*(9y,...,9)

(zdvislost na parametrech lze stanovit dle pravdépodobnostniho modelu).
Lze jej téz odhadnout pomoci vybérového k-tého obecného momentu m x«.

~

Metoda momentt doporucuje realizaci odhadu 9 = (1/9\1, ..., ¥;) takovou, zZe
~ —~ 1 &
k _ _ k —
EXFW1,...,0;) = mxs = - Z;mj k=1,2,....
ra

K jednozna¢nému urceni ¢ proménnych obvykle potfebujeme (prvnich) ¢ rovnic pro k =
1,2,...,1.

Pouzitelnost metody momenta
Mozné problémy:
1. Resen{ neexistuje = zkusme ubrat rovnice.
2. Je nekoneéné mnoho feSeni = zkusme piibrat dali rovnice.
3. Je vice nez jedno Fesen{ (napft. soustavy kvadratickych rovnic).
4. Je jediné feseni, ale je obtizné je nalézt.
5. Soustava je §patné podminénd (typicky pro velky pocet parametrit).

6. Nasli jsme jediné feseni, které vsak nesplnuje predpoklady, 9 ¢ TI (napf. parametry
nemohou byt libovolna ¢isla) = NELZE! Vzdy kontrolujte feseni!



7. Vsem rovnicim je piiklddédna stejnd dulezitost, coz byvé nezddouci (typicky pro velky
pocet parametru).

8. Nelze pouzit pro nenumerickd data (pokud je nelze smysluplné oéislovat).
Vyhoda:
1. Lze pouzit pro diskrétni, spojité i smiSené rozdéleni beze zmén.

5.11.2 Metoda maximdalni vérohodnosti (likelihood)

Pro diskrétni rozdéleni Pravdépodobnost realizace,

px(x;9)=P[X1 =21 N ... NX,, = 2p; V)

= HP[Xj =09 = pr(zj;ﬁ) = L(Y),

je funkce L: II — (0,1), II C R, parametri ¥ = (V1,...,9;), zvand vérohodnost realizace
diskrétniho rozdéleni. R R R
Resenim jsou takové hodnoty ¥ = (¢4, ...,9;), které maximalizuji vérohodnost.

Maximalizujeme bud vérohodnost, nebo jeji logaritmus (log-likelihood),
((9) =InL(®) =Y Inpx(z;;9).
j=1

(Nutno vyloucit piipad px (x;;9) = 0, ktery vsak nevede na maximum.)

Priklad: Empirické rozdéleni je maximélné vérohodny odhad diskrétniho rozdéleni (pokud na
rozdéleni nejsou kladeny dalsi podminky).

Poznamka: Odhad na zdkladé maxima vérohodnosti odpovidd Bayesovskému odhadu ve
specidlnim piipadé, kdy vSechny hodnoty parametri maji stejnou apriorni pravdépodobnost
(resp. hustotu pravdépodobnosti). Pouziva se, pokud apriorni{ pravdépodobnosti parametri
nezname.

Pro spojité rozdéleni

Kazda realizace ma nulovou pravdépodobnost, proto misto ni pouzijeme hustotu pravdépo-
dobnosti, coz ale vede na zcela jiny pojem

fx(@;9) = T fx(z59) = A(9).
j=1

Nicméné i tato funkce A: IT — (0, 00), IT C R?, se nazyva vérohodnost realizace spojitého
rozdéleni.

Pro korektni definici potfebujeme spojitou hustotu (alesponn na oboru hodnot, jichz ndhodnd
veli¢ina nabyvd); takovd hustota je nejvyse jedna.

A(9) = InA(9) = Zln fx(z;;9).

(Nutno vyloucit pipad fx(z;;9) = 0, ktery vsak nevede na maximum.)



Pro smisené rozdéleni
neni vérohodnost definovana!

Pouzitelnost metody maximalni vérohodnosti
Mozné problémy:

1. Je vice nez jedno feSeni. (Muze se stdt, ze ruzné hodnoty parametru popisuji totéz
rozdéleni — vad{ to?)

2. Redeni neexistuje (to se muze stét jediné kdyz vérohodnostni funkce je nespojitd nebo
parametricky prostor neuzavieny).

Je jediné feSeni, ale je obtizné je nalézt. (Lokédlni extrémy nemusi byt globalni.)
Soustava je Spatné podminéna.

Hodnoty vérohodnosti mohou byt velmi malé.

A A o

Nelze pouzit pro smiSené rozdéleni!

Vyhody:
1. Hledéni optima je o néco snazsi nez feSeni soustavy rovnic.
2. Ruznym datum je dén spoleény (srovnatelny) vyznam.
3. Lze pouzit i na nenumerickd data.

Priklad 2. Z realizace ndhodného vjbéru @ = (x1,...,x,) 2z normdlniho rozdéleni N (,u,aQ)

odhadnéte parametry p ar = .

Reseni: Metoda momentt: PouZijeme prvni dva obecné momenty,
EX=p, EX?’=EX)’+DX=p2+c>=p>+r.

Pro odhady fi, 7 mame soustavu rovnic
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coz je alternativni (vychyleny konzistentni) odhad rozptylu

1< 1 « 2 1 <
Y =2 2“4 - D -2 _
DXfEZ(xJ Z) fanj e xj—i—nzm =
= j=1 j=1 j=1
lTL n
:n2x3—2i2+§32—n2x3—§:2:?
j=1 j=1

Metoda maximalni vérohodnosti:

HfN#T) CCJ Hmexp(w> ,

A(p,r) =InA (p,r) _:i(xj—u)Q—glnr——ln%m
j=1
a*/\(/w)—*Z(%—u)=%(zx3—nu)=%(i—u),

j=1 j=1
1 < O
a7 Tg 2r:w(n;<xﬂ‘“>2—T)

Maximum opét nastava pro

=
I

=)
I

Odhad parametrd smeési normalnich rozdéleni

Uloha: Z realizace ndhodného vybéru (z1, ..., z,) uréete maximélné vérohodny odhad smeési
normalnich rozdéleni se stfednimi hodnotami ux, k& = 1,..., K, stejnym znamym rozptylem
02 a koeficienty smési (vahami) cg, k=1,..., K.

Pokus o reSeni:

C(f— 2
ch IN(ug,0) ch exp< (tQUl;k) ) )
c) ZHfX (z;) HZCka(Hk o) () =
J
—H< ch exP( 202% )

2
() Teew (507,
c) = Zanac fN(;Lk,ch) (z;) =
j

:_n1n< )-l—Zanck exp( 202“’“) ) .



Vérohodnost se tézko maximalizuje pfimo, pouziva se itera¢ni metoda:

EM algoritmus

EM (Expectation-Maximization) [Dempster, Laird, and Rubin 1977, M.I. Schlesinger 1968, US
Army ~1950].
Stupen piislusnosti z; ke k-té slozce smési popiseme koeficientem o € (0,1), pficemz

K n
Zaj7k:17 Za]’,k>0.
k=1 j=1

1. Zvolime ndhodné ruzné stiedni hodnoty slozek smési u; a nenulové koeficienty cx, k =
1,..., K, splijici ), ¢ = 1.

E. Stanovime stupné prislusnosti

—(mj—pun)?
Ck fN(Mk,OQ)(l’j) Cl exp (%)
aj’k = K - K 2
> Ok NGy 02) (25) > (Ck/ exp (%))
k=1 k=1

(jmenovatel je normalizacni faktor).

M. Aktualizujeme koeficienty slozek smési

n n
DT D QT
j=1 j=1

/’Lk? = =

n
n Cg
> ik
i=1

2. Opakujeme EM, dokud to pfindsi podstatnou zmeénu vysledk.

Podobné lze postupovat i pro neznamé rozptyly jednotlivych slozek smési.
Véta: V prubéhu EM algoritmu vérohodnost neklesa.

Toto je jen velmi specialni ukazka EM algoritmu; Ize jej snadno rozsitit na vice dimenzi a jiné
typy smési.

Pouziti pro parametry smeési rozdéleni je typické, ne viak jediné mozné.

Problém: Uviznuti v lokdlnim extrému.

EM algoritmus rozsituje moznosti pouziti metody maximalni vérohodnosti.



6 Testovani hypotéz

6.1 Zakladni pojmy a principy testovani hypotéz
(doporucend literatura: [Jaros a koll])

Méme posoudit hypotézu o hodnoté néjakého parametru rozdéleni ¥ (pomoci kritéria ¢ili
testovaci statistiky T, resp. jeji realizace t).

zu
1

Piredpoklad: Parametr ¢ nabyvé pouze 2 hodnot, 0 pro ,normalni* populaci, 1 pro ,anomalni*
prvky. O prvku mdme rozhodnout, ke které skupiné patii (tj. odhadnout ¢). K tomu pouzijeme
testovaci statistiku T' (resp. jeji realizaci t). Ta zdvisi na . Pfedpoklddejme, ze obé skupiny maji
znamd rozdéleni statistiky T', kterd pro anomdlni skupinu nabyva ,,vétsich“ hodnot. (Néekteré
hodnoty statistiky 7' se mohou vyskytnout v obou skupinéch, takze klasifikace nemuze byt
bezchybnd.) Zvolime prah k € R a prvek klasifikujeme nasledovné:

pro T <k normalni,

pro T >k anomalni.

Priklad: Méme zastavit pouzivani léku pro podezieni z nezddoucich ucinku?

Nulova hypotéza Hy: Vyrobce je nevinen, riziko se nezvysuje.

Alternativni hypotéza Hy: Vyrobce je vinen, riziko se zvySuje.

Chyba 1. druhu (obvinime nevinného): Zamitneme nulovou hypotézu, ktera plati. Normdln{
je klasifikovdn jako anomadlni s pravdépodobnosti (k) (nerostouci funkce k).

Chyba 2. druhu (osvobodime vinného): Nezamitneme nulovou hypotézu, kterd neplati. Ano-
maln{ je klasifikovan jako normélni s pravdépodobnosti 8(k) (neklesajici funkce ).

ROC kiivka (angl. ROC curve, receiver operating characteristic) vyjadiuje zdvislost
pravdépodobnosti chyby prvnfho druhu a (vodorovné) a sily testu 1 — 3 (svisle), parametrem
kiivky je kritickd hodnota k. Volbou kritické hodnoty se chceme co nejvice priblizit bodu (0, 1),
tj. bezchybné klasifikaci. Nicméné vybereme bod, v némz se pravdépodobnost chyby prvniho
druhu rovné zvolenému &islu « (tj. s danou vodorovnou soufadnicf).

b 0757

05T

Obrézek 1: Typicky prubéh ROC kiivky

Mozné kritéria pro volbu prahu k:



e mine(a(k), B(k)), napi. min(a a(k) + b 5(k)), tj. minimalizace vyplatni funkce,
K K
e a(k) = pfedem zvolend mald hodnota.
Vétsinou se pouziva posledni moznost, a to z duvodu

e technickych (snazsi tloha),
e nepotiebujeme znét rozdéleni anomalni skupiny,

e obvykle mame vice nez dvé mozné hodnoty parametru, coz situaci komplikuje.

Volbou pfisnosti kritéria snizujeme riziko jedné chyby na tkor zvysSeni rizika druhé chyby.

Dohodnuté vychodisko: Kritickou hodnotu testu s stanovime tak, aby chyba 1. druhu
nastdvala s danou pravdépodobnost{ o zvanou hladina vyznamnosti (nebo s mensi prav-
dépodobnosti, nelze-1i dosdhnout rovnost).

Podle tradice v oboru se nejéastéji uzivaji hodnoty 1% nebo 5% (vady o < %)

Hodnoty kritéria, kterd pfesahuji kritickou hodnotu (odpovidaji vysledkiim mélo pravdépodob-
nym pii platnosti nulové hypotézy) povazujeme za statisticky vyznamné a v tom piipadé
nulovou hypotézu zamitame.

V opaéném piipadé nulovou hypotézu nezamitame, ale ani nepotvrzujeme, nebot tim
bychom se mohli dopustit chyby 2. druhu s bliZze neurc¢enou pravdépodobnosti 3.

Sila testu 1 — §.

Rozlisuje se
e jednoducha hypotéza: nulové hypotéze odpovidd jedind hodnota parametru,

e slozena hypotéza: nulové hypotéze odpovida vice hodnot parametru,
a déle

e jednoducha alternativa: alternativni hypotéze odpovida jedina hodnota parametru,

e slozena alternativa: alternativni hypotéze odpovida vice hodnot parametru.

Casto se formuluje nulové a alternativni hypotéza tak, Ze nejsou navzijem svymi negacemi
a nepokryvaji prostor vSech moznych hodnot parametru. Vznika tim jen chaos (viz vétsina
ostatni literatury). Snadno se mu vyhneme, kdyz budeme formulovat nulovou hypotézu jako
negaci alternativni hypotézy.

Je-li napt. Hy : 9 > ¢, pak nevolime Hy : ¥ = ¢, ale Hy : ¥ < ¢. (Nejvétsi riziko chyby 1. druhu
obykle odpovidé piipadu ¢ = ¢, takze postup je stejny.)

U slozené hypotézy pozadujeme, aby pravdépodobnost chyby 1. druhu byla nejvyse « pro
vSechny hodnoty parametru vyhovujici nulové hypotéze.

(Statistickd viznamnost neznamend viznamnost praktickou.)



Reseni: Nulovou hypotézu zamitneme, pravé kdyz hodnota kritéria ziskand z realizace ne-
padne do intervalu spolehlivosti pro koeficient spolehlivosti 1 — «, tj. kritickd hodnota je mezi
intervalového odhadu.

Obraceny problém: Pii jaké mezni hladiné vyznamnosti by pozorovand hodnota byla kri-
tickd; tomu fikdme dosazena vyznammnost; sta¢i ji porovnat s pfedem zvolenou hladinou
za vysledek dosazenou vyznamnost (obvykle se znacéi P a i1kd se ji pouze significance). Vyhody:
hladinu vyznamnosti neni tieba pfedem zadat, a navic se dovime, jak daleko od nf jsme byli.

Typicky tvar testu: Testovaci statistiku 7', kterd roste s parametrem 1 a ma znamé rozdéleni,
(presnéji jeji realizaci t) porovnavame s kvantily piislusného rozdéleni a zamitneme pii extrémnick
hodnotdch (nepravdépodobnych pfi platnosti nulové hypotézy):

| Hy | Hi | zamitdme pro | dosazend vyznamnost |
9<c|d>c t>qr(l—a) 1—Fr(t)
9>c|¥d<c t < qr(a) Fr(t)
Y= VF#c|t>qr(l1—75)nebot <gqr(5) | 2min(Fr(t),l - Fr(t))

V literatufe se setkame i s nasledujicimi piipady hypotéz, které se vsak fesi stejné jako prvni
dva vyse uvedené:

) J>c
9 J<c

c
Cc

6.2 Testy stredni hodnoty normalniho rozdéleni

6.2.1 Pi#i zndmém rozptylu o?

porovnavame s kvantily normovaného normalniho rozdéleni:

’ Hy \ zamitame pro \ dosazena vyznamnost ‘
p<e t>0 1(1-a) 1—®(t)
p>c|t<—211-a)=3a) D(t)
p=c [t > e~ '(1—3) 2(1 - 2(J¢])

6.2.2 Pfi neznamém rozptylu

T —cC
t:

vn

porovnavame s kvantily Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti:

S

’ H, \ zamitame pro \ dosazend vyznamnost ‘
uw<c t> qt(n—l)(l — Ol) 1- Ft(n—l)(t)
pzce|t< _Qt(n—l)(l - O[) Ft(nfl)(t)
p=c|tl>an-1y1-95) | 21-Fuu(t))




6.3 Testy rozptylu normalniho rozdéleni

(n—1)s3
c

t=

porovnavame s kvantily y2-rozdéleni s n — 1 stupni volnosti:

’ Hy \ zamitame pro \ dosazend vyznamnost ‘
c?<c| t> qX2(n—1)(1 —a) 1-— sz(n—l)(t)
o? >c t < qX2(n,1)(Oé) Fx"’(nfl) (t)
ocl=c|t< qX"’(nfl)(%) nebo | 2 min (sz(n,l)(t), 1-— FX2(n,1)(t))
t> qX2(n—1)(1 - %)

6.4 Porovnani dvou normalnich rozdéleni
Predpoklad: Nezavislé vybéry
(X1,...,Xm) z rozdéleni N(EX,DX),
(Y1,...,Y,) z rozdéleni N(EY,DY).

6.4.1 Testy rozptylu dvou normalnich rozdéleni [Fisher]

Je-li DX = DY, pak S% = S%.. Testovaci statistikou je

S

5%

F-rozdéleni (Fisherovo-Snedecorovo rozdéleni) s £ a n stupni volnosti je rozdéleni
nahodné veli¢iny

T =

kde U,V jsou nezavislé ndhodné veliciny s rozdélenim x2(€), resp. x2(n).
Znageni: F(&,n)
Hustota pro = > 0:

£ 3 -5
frem (@) =c(&n) =3 L+ ;
+n £
- U2 ey’
£ ﬂ
r(§)r
Je-li DX = DY = 02, pak dosadime
—1)52 ,
U:z( 02) X mé x*(m — 1)
—-1S
V.= (n 02) Y mé x%*(n—1),
E=m—-1,n:=n—-1,
(m—1) 8%
F_i_ (n1)o? —%—T
TV T (m-1S2 T 82
n (n—1) 02 Y



Testujeme realizaci

52
t=12
5y
na rozdéleni F(m — 1,n — 1):
’ Hy \ zamitdame pro \ dosazena vyznamnost ‘
DX S DY t> qF(m—l,n—l)(]- - O[) 1-— FF(m—l,n—l) (t)
DX > DY t < QF(mfl,nfl)(a) FF(mfl,nfl)(t)

DX =DY | t < qr(m-1,n—1)(5) nebo | 2 min(Fp(m—_1,n—1)(t),
> qF(mfl,nfl)(l — %) 1- FF(7n71,n71) (t))

Pro kazdou hladinu vyznamnosti potiebujeme dvoudimenzionalni tabulku kvantilu indexova-
nou &, n; obvykle je tabelovana jen polovina, druhou je tfeba dopocitat podle vzorce

1
QF(é,n)(ﬁ) = m

(Pozor na opa¢né pofadi indexu!)
L . s .82 . "y -,
Lépe je uvazovat o¥ misto ¥, takze rozlisime 2 pripady:
p. g Y

1. Pro si > 312/ testujeme

2
t="2 >
Sy
na rozdéleni F(m — 1,n — 1):
’ Hy \ zamitame pro \ dosazend vyznamnost ‘
DX <DY | t> qF(mfl,nfl)(1 — Oé) 1 - FF(mfl,nfl)(t)
DX > DY nezamitame zadna

DX =DY |t> qF(m—l,n—l)(l — %) 2 (1 — FF(m—l,n—l)(t))

1. Pro s3 < s2 testujeme

S

t= >1

5 =

V)
8

na rozdéleni F(n — 1, m — 1) (pozor na poradi po¢tu stupiiu volnosti!):

’ Hy \ zamitame pro \ dosazend vyznamnost ‘
DX <DY nezamitame zadna

DX >DY | t>gpin—1,m—1)(1 — a) 1 — Frn—1,m-1) ()
DX =DY | t>gptn1m-11—=5) [ 2 (1= Frpn-1m-1(1))

6.4.2 Testy stiednich hodnot dvou normaélnich rozdéleni se znidmym rozptylem o2
X,, ma N (EX, > ,
m
— L, 0'2
Y, md N|(EY, — |,
n

% _ % 11
X, Y, mi N(EX—EY,UQ (+)> _
m n



Za predpokladu EX = EY":

mé N (0,1) .

Testujeme realizaci t na N (0, 1) (viz kapitola [6.2.1)).

6.4.3 Testy stiednich hodnot dvou normalnich rozdéleni se (stejnym) neznamym
rozptylem

Piedpoklad: DX = DY = ¢?

Nejprve ovérime tento predpoklad (viz kapitola [6.4.1)).

(Ve skutecnosti nemizeme predpoklad ovérit, jediné vyvrdtit; pokusime se o to, a pokud se to ne-
Méme dva odhady S%, S% stejné hodnoty o?; pouzijeme jejich priimér vézeny rozsahy vybéra
(—1 kvuli vypoctu vybérového pruméru):

m — 1) 5% ,

%maf(m—l),

n—1)52 ,

%max%n—l),
(m-1)S% +(n—1)S%

mé x*(m +n —2)

o2

se stfedni hodnotou m +n — 2,

(m-1)S%+(n-1)85 S*
(m+n—2)0? o2

ma stfedni hodnotu 1 a
m—1)S% +(n—1)S}

m-—+n—2

S2 ::(

je nestranny odhad o2,

_ \/(m_l)s§(+(n—1)s§,

m-+n—2



Za predpokladu EX = EY":

mé N (0,1),

= mé x*(m +n —2),

o o
p— — X7Yl Y"L
X 7Y o i—l-l ,
T := m1 711: ’"SQ" mé t(m+n—2).
S\mtw o%

Testujeme realizaci ¢ na rozdéleni t(m + n — 2) (viz kapitola [6.2.2)).

6.5 Testy strednich hodnot dvou normalnich rozdéleni - parovy pokus

(dle [SH10])

Piiklad: Mame porovnat prumérnou teplotu na dvou mistech.

Standardni test stfednich hodnot dvou normélnich rozdéleni je slaby kvuli velkému rozptylu,
ktery vsak ma spole¢nou pfi¢inu a projevuje se proto synchronné v obou vybérech; proto vybéry
nejsou navzajem nezavislé. Mérime vzdy obé veli¢iny soucasné.

Predpoklad: Nahodné veliciny X;,Y; (j = 1,...,n) maji norméln{ rozdéleni N(u;,c?) se
stalym rozptylem o a proménnymi stiednimi hodnotami p; = EX; = EY;.

Muzeme pouzit ndhodné veli¢iny U; = X; — p;,V; :==Y; —pu; (j = 1,...,n), které jsou
nezavislé a majf rozdéleni N(0, 02).

Néhodné veliciny A; := X; —Y; = U; —V; (j = 1,...,n) jsou nezdvislé a maji rozdéleni
N(0,202).

Vybérovy primér A ma N (0, 2%2)

6.5.1 Pro znamy rozptyl o2

Neznamé parametry sdruzeného rozdéleni jsou uq, ..., in, ale nepotiebujeme je.
Dle kapitoly (pro ¢ = 0) testujeme

T::A\/W:X—Y\/W
o\ 2 o 2

na N(0, 1).

6.5.2 Pro neznamy rozptyl

Nezndmé parametry sdruzeného rozdélenf jsou © = (02, i1, . . . , it ), potiebujeme z nich pouze
0?2 =DX.
Muzeme pracovat piimo s vybérem (Ay,...,A,) z normélniho rozdéleni.

Dle kapitoly (pro ¢ = 0) testujeme

A
T:=—
SA\/E

na t(n — 1).



Cviceni: Maximalné vérohodny odhad parametriu:

K(G)Héoe"p( S ) HF Xp<_(yz;l”>

j=1
L(®)=- ; 7(%_%)2—%7(%_%) —2nlnoc—2nInv2nw
¢ 202 : 202 ’
Jj=1 Jj=1
0o 9L) _ 9 <_(<L‘j —15)*  (y —@)2>
oy oy 202 202
1 . _ 1 _
= = ((zj — 1) + (5 —1y)) = = (2 +y; = 215) »
o o
Tty .
uj:%, i7=1...,n.

Odhady 1, (j =1,...,n) nejsou konzistentni.
Po jejich dosazeni:

L(@) :—Zw—nlng—inn\/Zﬂ',

0= 8L(1§) :iw 2n

a(ﬁ) j:14(§)2 o2

i

kde §; je realizace Aj;. Odhad o2 je konzistentni.

6.6 x>-test dobré shody

Slouzi k testovani hypotézy, ze ndhodné veli¢ina mé predpoklddané rozdéleni. Protoze umime
hypotézy jen zamitat, nikdy nepotvrdime, ze takové rozdéleni opravdu ma.
Testujeme diskrétni rozdéleni (mohlo vzniknout diskretizaci spojitého).

Hy : Néhodna velicina ma diskrétni rozdéleni do k tfid s nenulovymi pravdépodobnostmi
P1,.-- Pk-

Testujeme pomoci realizace ndhodného vybéru rozsahu n. Neni dulezité poradi vysledku, pouze
jejich cetnosti n;, resp. relativni cetnosti 2+ (i = 1,...,k). Porovnavdme Cetnost n; s
teoretickou cetnosti np;. Testovaci statistikou je

k
Py s’
i=1
Jeji rozdélen{ se pro n — oo blizi x2(k — 1).
Dosazend vyznamnost: 1 — F\2(;_1)(t). Nulovou hypotézu zamitdme pro ¢t > q,2x—1)(1 — ),
tj. 1 — FX2(k—1)(t) < .



Cviceni 1. Tabulka uddvd rozdéleni (podminéné) pravdépodobnosti, Ze voli¢ strany zastoupené
v parlamentu volil danou stranu. Posud’te na 5% hladiné vjznamnosti hypotézu, Ze stejné
rozdéleni magi i poslanci.

relativni preference | 0.376 | 0.344 | 0.136 | 0.077 | 0.067
poéet poslancii 81 74 26 13 6

Reseni. Doplnime tabulku (posledni sloupec uvddi celkovy udaj):

relativni preference | 0.376 | 0.344 | 0.136 | 0.077 | 0.067 1
pocet poslanci 81 74 26 13 6 200
teor. cetnost 75.2 68.8 | 27.2 154 13.4 200
prispévek k x> 0.447 | 0.393 | 0.052 | 0.374 | 4.086 || 5.353

Hodnotu kritéria 5.353 porovndme s kvantilem q,2(4)(0.95) = 9.4877 a hypotézu nezamitdme
(ponékud prekvapivy zdvér vzhledem k tomu, Ze posledni dvé strany magji témér stejnou podporu
u volicu, ale posledni md vice nez 2x méné poslanci).

6.6.1 Modifikace

Problém: Testujeme na rozdéleni, kterému se skute¢né jen limitné blizi. Tim se dopoustime
blize neurcené dodateéné chyby. Teoretické ¢etnosti t¥id nesmi byt prilis malé (feknéme aspon 5),
aby nas predpoklad byl opravnény.
Modifikace: Vychazi-li teoreticka Cetnost nékterych tiid pfili§ mald, slou¢ime je s jinymi
tfidami (pokud mozno ,blizkymi*).

Problém: Zkoumané rozdéleni muze zaviset na neznamych parametrech.

Modifikace 1: Parametry odhadneme na zdkladé jiného ndhodného vybéru.

Modifikace 2: Parametry odhadneme na zékladé stejného ndhodného vybéru, ktery pouzivame
k testu dobré shody. Tim jsme vSak snizili pocet stupnu volnosti, takze musime testovat na
rozdéleni x?(k — 1 — q), kde ¢ je pocet odhadnutych parametri.

Problém: Chceme testovat shodu se spojitym nebo smiSenym rozdélenim.

Modifikace: Rozdéleni napred diskretizujeme, tj. vSechny mozné vysledky rozdélime do k
disjunktnich tfid. Prvky v jedné tiidé si maji byt ,,blizké“, jinak snizujeme silu testu. Vsechny
teoretické cetnosti musi byt dostatecné velké a nejlépe zhruba stejné.

Poznamka: Zisadné musime pracovat s jednotkami (objekty), z nichZ kazd4 zv1ast (a nezévisle)
je zafazena do néjaké ttidy. Nelze pocitat s tisici, procenty, spojitym mnozstvim atd.

6.6.2 Y2-test dobré shody dvou rozdéleni

(dle [Mood a Eollj)

Hy : Dvé diskrétni nahodné veli¢iny maji stejné diskrétni rozdéleni.

Rozsahy vybéru jsou m,n a ¢etnosti vysledka m;,n; (i = 1,...,k). Pfedpokldddme rozdéleni



s nezndmymi teoretickymi pravdépodobnostmi p; (i =1,...,k).

L 2
(i = MP)7 iz 2k — 1),

M=

i=1 M pi
k L N2

3 = P)” bt \2(k— 1),

i=1 " pi
£ —mp)® | - (= npi)? o2

T = Z + ) se bliad x*(2(k — 1)).

‘ : np;
=1 =1

Neznamé parametry p; odhadneme pomoci maxima vérohodnosti,

A_mi—&—ni
Pi min

z nich je jen k — 1 nezdvislych (nebot Z p; = 1), takze vysledny pocet stupntu volnosti je

2k—-1)—(k—-1)=k—-1a testuJeme T na x2(k — 1). Nulovou hypotézu zamitdme pro

t > qXQ(k—l)(l —a), tj. 1 — FX (k—l)( ) < a.
Praktictéjsi (ekvivalentni) vzorec:

T< )i —mpi)?

6.6.3 x2-test nezavislosti dvou rozdéleni

(dle [Likes, Machek])
Hy : Dvé ndhodné veli¢iny (jejichz rozdéleni nezndme) jsou nezavislé.
X nabyva k hodnot s pravdépodobnostmi pq, ..., pk,

Y nabyva m hodnot s pravdépodobnostmi ¢1, ..., ¢m.
Realizace dvojrozmérného ndhodného vybéru ((z1,y1), ..., (Zn,yn)) obsahuje dvojice realizaci
néhodnych velicin X,Y; z vysledku nds zajimaji opét pouze Cetnosti n;; (i = 1,...,k; j =

1,...,m). Ty byvaji uspordddny do tzv. kontingencni tabulky. Pocet tiid je km.
Za predpokladu nezavislosti jsou pravdépodobnosti vysledkt p; g; (i =1,...,k; j=1,...,m),

m

k
T=% (i =nPig)” e 2(km —1).

n
i=1 j=1 Pid;

Nezndmé parametry p;, q; odhadneme pomoci maxima vérohodnosti,

m k
2 i > nig

_ _i=1
Di = ) q; = )
n n

k m
z nich je jen (k — 1) + (m — 1) nezdvislych (nebot > p; =1, > ¢; = 1), takze vysledny pocet
i=1 j=1
stupit volnosti je km—1—(k—1)—(m—1) = (k—1) (m—1) a testujeme T na x?((k—1) (m—1)).
Nulovou hypotézu zamitdme pro t > qy2((k—1) (m—1))(1 — @), tj. 1 = Fy2(—1) (m-1))(t) < .



6.7 Korelace, jeji odhad a testovani

(dle [Likes, Machek])
Korelace o(X,Y) ndhodnych velicin X, Y (s nenulovym rozptylem) je stfedni hodnota souc¢inu

odpovidajicich normovanych veli¢in X;& L Y=EY

oy

E((X - EX) (Y — EY))

0Xx 0y

Q(va) = S <*1,1>.

Je nulova pro nezavislé ndhodné veliciny, ale i pro nékteré jiné, tzv. nekorelované.
Extrémni hodnoty +1 odpovidaji linearni zavislosti mezi X,Y.

Na zékladé dvojrozmérného ndhodného vybéru ((X1,Y1),...,(X,,Y,)) muzeme korelaci od-
hadnout pomoci vybérového koeficientu korelace

S (X; - X) (¥, - ¥)
Rxy = =L
(i(xj - X)? (i(i@ —Y)2>
Jeho realizace
> (@~ @) (4~ )
Ty = L €(-1,1),

(é(xj — m)2> (é(yj - y)2>

nebot je to kosinus 1ihlu vektorii

('rl7£7"-7xn,7:i)7(y17@7"'7ynilg)ER”

neboli korelace empirického rozdélent, 75, = o(Emp(z, y)).
Pro vypocet se pouzivé jednopruchodovy vzorec:

n ]i:1 T;Y; — (]ﬁ:l Z‘j) (gﬁ:l yj)

ny xi—| X noyoyi— Y;
j=1 j=1 j=1 j=1

6.7.1 Test nekorelovanosti dvou normalnich rozdéleni

Predpoklad: Dvojrozmérnd ndhodna veli¢ina (X,Y") mé (dvojrozmérné) normélni rozdélent,
n > 3.
Hy: o(X,Y) =0 (X,Y jsou nekorelované).

Testovaci statistikou je
. RX,Y \/m

N

za predpokladu nekorelovanosti mé rozdéleni t(n — 2), déle postupujeme dle kapitoly

T



6.8 Neparametrické testy

Jsou pouzitelné bez ohledu na typ rozdéleni, jsou vsak slabsi.

6.8.1 Znaménkovy test

Rozlisujeme pouze znaménko odchylky od zvolené hodnoty c¢. Tim ztracime kvantativni infor-
maci a tedy i moznost testovat napi. stfedni hodnotu. Misto ni testujeme median qX(%).

HO : qX(%) =cC

Pii platnosti nulové hypotézy by kladné i zaporné odchylky mély byt stejné pravdépodobné.
Nulové odchylky z vybéru predem vylouc¢ime. Testovaci statistikou T je pocet kladnych odchy-
lek, ktery testujeme na binomické rozdéleni Bin (n7 %) Nulovou hypotézu zamitame pro

« o
t< qBin(n,%) (5) nebo t > qBin(n,%) (1 — 5) .

(Podobné pro jednostranné testy.) Vypocet kvantilu je pracny, ale kritické hodnoty jsou tabe-
lovany (v zdvislosti na n a hladiné vyznamnosti).

Dosazend vyznamnost se pocitd o trochu snaze.

Pro velkd n pouzivame centralni limitni vétu a testujeme

2T —n
To :=
0 NG

na N(0,1).

Lze pouzit i k porovndni dvou medidnu u parového pokusu.

Priklad pouziti: Odhad smrtelné déavky latky.

Na rozdil od stredni hodnoty medidn vidy existuje (je viak problém, jak ho definovat, aby byl
jednoznaényj).

Jeho vypocetni sloZitost je vétsi, radu n Inn.

6.8.2 Wilcoxonuv test (jednovybérovy)

Hj : X ma rozdéleni symetrické kolem hodnoty ¢

(V tom piifpadé je ¢ medidnem i stfedn{ hodnotou.)

Z realizace (z1,...,%,) vypotteme posloupnost (z1,...,%,), kde z; = x; — c¢. Sefadime ji
vzestupné podle absolutnich hodnot |z;| = |z; — ¢|, ¢imz j-tému prvku pfifadime pofadi r;.
Je-li vice stejnych rozdilu, ptitadime jim stejné poradi rovné aritmetickému prameéru. Testovaci

statistikou je
T1 = E Tj
j:Zj>O
nebo
T5 := min E rj, E |,
7:2;>0 7:2;<0

porovname s tabulkou kritickych hodnot pro tento test.



7 Co zde nebylo

7.1 Vice o zobrazeni nahodné veliciny funkci a o souc¢tu nadhodnych
velicin

7.2 Diskretizace

7.3 Smeés pravdépodobnosti

7.4 Charakteristicka funkce nahodné veliciny

7.5 Dikaz centralni limitni véty
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