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Předpoklad: Náhodný vektor (X1, . . . , Xk) má k-rozměrné normálńı rozděleńı s vektorem
středńıch hodnot µ = (µ1, . . . , µk) a kovariančńı matićı ΣX .
Vstup: Náhodný výběr

((x11, . . . , x1k), . . . , (xn1, . . . , xnk))

rozsahu n ≥ k, který vyjádř́ıme matićı

X =



x11 x12 . . . x1k
x21 x22 . . . x2k

...
...

...
...

...
...

xn1 xn2 . . . xnk

 .

hodnosti k.
Max. věrohodný odhad (za předpokladu normálńıho rozděleńı chyb)= odhad metodou nejmenš́ıch
čtverc̊u = parametry empirického rozděleńı Emp(X1, . . . , Xk):

µ̂ = x̄ = (x̄1, . . . , x̄k) ,

SX := Σ̂X = cov(Emp(X1, . . . , Xk)) =
1

n
XT X ,

sim := (SX)im =
1

n

n∑
j=1

(xji − x̄i) (xjm − x̄m) .

Předpoklad: X1, . . . , Xk jsou normované.
Pozn.: Někdy se tento předpoklad vynechává, ale muśı se jednat o souměřitelné veličiny(nikoli
měřené v r̊uzných jednotkách).Lineárńı transformace měř́ıtka ovlivňuje výsledek. Předpokládáme
alespoň, že jsou centrované, tj. s nulovými středńımi hodnotami, jinak by se zkomplikovaly
vzorce.
Důsledek: SX = kovariančńı matice = korelačńı matice, ∀i : sii = 1.
Sloupce matice X generuj́ı lineárńı podprostor L ⊆ Rn.
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Předpoklad: dimL = k. (Pokud ne, můžeme nepotřebné sloupce vypustit.)
V L lze zvolit jinou bázi, k ńıž přejdeme lineárńı transformaćı T ∈ Rk×k, T regulárńı.
Vektory nové báze = sloupce matice Z := X T .
Předpoklad (BÚNO): T je ortonormálńı.
Důsledek: T−1 = T T .
Korelačńı matice nových bázových vektor̊u je

1

n
ZT Z =

1

n
(X T )T X T =

1

n
T T XT X︸ ︷︷ ︸

nSX

T = T T SX T .

SX je symetrická pozitivně definitńı ⇒ jej́ı vlastńı č́ısla jsou reálná kladná.
Předpoklad: SX má navzájem r̊uzná vlastńı č́ısla.
Důsledek: T lze zvolit tak, že

D := T T SX T =


λ1 0 . . . 0 0
0 λ2 . . . 0 0
...

...
. . .

...
...

0 0 . . . λk−1 0
0 0 . . . 0 λk


je diagonálńı, jej́ı diagonálńı prvky jsou vlastńı č́ısla matice SX řazená sestupně, λ1 > λ2 >
· · · > λk.
Trik: ∀i : za i-tý sloupec matice T voĺıme jednotkový vlastńı vektor odpov́ıdaj́ıćı vlastńımu
č́ıslu λi.
Řešeńı je jediné, až na znaménka (orientaci) sloupc̊u matice T .
Pozn.: Nejsou-li vlastńı č́ısla matice SX navzájem r̊uzná, řešeńı neńı jednoznačné.
Důsledek:

SX = T DT T = T D1/2D1/2 T T = (T D1/2)︸ ︷︷ ︸
V

(T D1/2)T︸ ︷︷ ︸
V T

,

kde

D1/2 =



√
λ1 0 . . . 0 0
0

√
λ2 . . . 0 0

...
...

. . .
...

...

0 0 . . .
√
λk−1 0

0 0 . . . 0
√
λk

 ,

D1/2D1/2 = D .

Pozn.: Dostali jsme vyjádřeńı
SX = V V T ,

což je možné právě pro symetrické pozitivně semidefinitńı matice. Pokrok oproti

SX =
1

n
XT X =

(
1√
n
X

)T (
1√
n
X

)
je v tom, že V je čtvercová.
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1 Analýza hlavńıch komponent

(Principal Component Analysis, PCA)
Náhodný vektor (X1, . . . , Xk) transformujeme lineárńı transformaćı na náhodný vektor
(Z1, . . . , Zk) = (X1, . . . , Xk)T , který popisuje stejné náhodné proměnné v jiné bázi.
Jeho výběrová korelačńı matice D je diagonálńı.
Z výběrového souboru (=trénovaćı množiny) se zdá, že

1. Z1, . . . , Zk jsou nekorelované,

2. Z1 popisuje největš́ı část rozptylu, kterou lze popsat jednou proměnnou,
Z2 popisuje největš́ı možnou část zbývaj́ıćıho rozptylu
atd.

Pokud vezmeme jen m < k prvńıch proměnných Z1, . . . , Zm, odpov́ıdaj́ıćıch největš́ım vlastńım
č́ısl̊um korelačńı matice SX , dostaneme popis, který v jistém smyslu optimálně aproximuje
p̊uvodńı data, ale má menš́ı dimenzi m, takže se s ńım lépe pracuje.
K tomu nám stač́ı, aby prvńıch m vlastńıch č́ısel korelačńı matice SX bylo navzájem r̊uzných.
Zi je i-tá hlavńı komponenta, popisuje část rozptylu úměrnou

λi∑k
p=1 λk

=
λi
k
,

kde jmenovatel
k∑

p=1

λk = trD = trSX =

k∑
p=1

1 = k .

Jedná se o stopu matice D (=součet diagonálńıch prvk̊u), která se lineárńı transformaćı
souřadnic neměńı, a stopa p̊uvodńı matice SX je k, nebot’ korelačńı matice typu k × k má
na diagonále jedničky.

1.1 Př́ıklad aplikace

Fotografie obličej̊u lze uspokojivě popsat několika deśıtkami souřadnic (hlavńıch komponent),
zat́ımco p̊uvodńı sńımky maj́ı dimenzi rovnou počtu pixel̊u, ale jsou velmi korelované..
Z nich lze i rekonstruovat p̊uvodńı fotografii (známe-li hlavńı komponenty) zpětnou transfor-
maćı

(X1, . . . , Xk) = (Z1, . . . , Zk)T T ,

resp.
(X1, . . . , Xk) ≈ (Z1, . . . , Zm, 0, . . . , 0)T T ,

pokud jsme provedli projekci na m hlavńıch komponent.

2 Faktorová analýza

Snaž́ı se vysvětlit závislost náhodných veličin X1, . . . , Xk pomoćı lineárńı závisosli na jiných
náhodných veličinách F1, . . . , Fm, m ≤ k, zvaných faktory.
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Model: X1

...
Xk

 = V

F1

...
Fm

+

E1...
Ek

 ,

kde V ∈ Rk×m je neznámá matice,
E1, . . . , Ek jsou náhodné veličiny (chyby, šum).
Předpoklady: X1, . . . , Xk jsou normované,
F1, . . . , Fm jsou ortogonálńı a normované, tedy ortonormálńı,
E1, . . . , Ek jsou nezávislé navzájem i na faktorech a centrované (=s nulovou stř. hodnotou).
Značeńı:

X :=

X1

...
Xk

 , F :=

F1

...
Fm

 , E :=

E1...
Ek

 ,

X = V F + E ,

kovariančńı (=korelačńı) matice

ΣX = E(XXT ) = E((V F + E) (V F + E)T ) = E(V F F T V T ) + E(E ET ) =

= V E(F F T )︸ ︷︷ ︸
Ik

V T + ΣE = V V T + ΣE ,

kde ΣE je (diagonálńı) kovariančńı matice vektoru chyb. Tu pro výpočet nahrad́ıme výběrovou
korelačńı matićı SX vypočtenou z náhodného výběru.
Pokud m = k, žádné chyby připouštět nemuśıme, protože existuje rozklad SX = V V T . (Našli
jsme ho při analýze hlavńıch komponent, jediný rozd́ıl je, že zde je měř́ıtko upraveno tak, že
normovaná neńı transformace, ale náhodné veličiny F1, . . . , Fk.
Pokud m < k, hledáme rozklad

SX = V V T + ΣE ,

kde V ∈ Rk×m je hodnosti m < k a ΣE je diagonálńı.
Problémy:

1. Obt́ıžná úloha vyžaduj́ıćı iteračńı postupy.

2. Nejednoznačnost faktor̊u (stejný podprostor má r̊uzné ortonormálńı báze – rotace fak-
tor̊u).

3. Volba vhodné dimenze m.
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