Analyza hlavnich komponent a faktorova
analyza

Mirko Navara
Centrum strojového vnimani
katedra kybernetiky FEL CVUT
Karlovo namésti, budova G, mistnost 104a
http://cmp.felk.cvut.cz/ navara

5. listopadu 2012

Piedpoklad: Ndhodny vektor (Xi,...,Xs) mé k-rozmérné normdlni rozdéleni s vektorem
stfednich hodnot g = (u1,. .., ug) a kovarianéni matici X x.
Vstup: Nahodny vybér
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rozsahu n > k, ktery vyjadiime matici
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Max. vérohodny odhad (za pfedpokladu normélniho rozdéleni chyb)= odhad metodou nejmensich
¢tvercu = parametry empirického rozdéleni Emp(Xy, ..., X):
/:\l’:i:(jla ajk)v
. 1
Sx :=3x =cov(Emp(X,,..., X)) = - X" X,
n
1 n
Sim = (8x)im = n Z(le ;) (‘r]m — Tp)
j=1
Predpoklad: X1,..., X, jsou normované.

Pozn.: Nékdy se tento pfedpoklad vynechdvd, ale musi se jednat o souméfitelné velic¢iny (nikoli
meéfené v ruznych jednotkéch).Linedrn{ transformace méfitka ovliviiuje vysledek. Predpokladdme
alespon, ze jsou centrované, tj. s nulovymi stfednimi hodnotami, jinak by se zkomplikovaly
vzorce.

Dausledek: S x = kovarianéni matice = korela¢ni matice, Vi : s;; = 1.

Sloupce matice X generuji linedrni podprostor £ C R".



Predpoklad: dim £ = k. (Pokud ne, muzeme nepotiebné sloupce vypustit.)

V L lze zvolit jinou bézi, k niz piejdeme linearni transformaci T € R¥** T reguldrni.
Vektory nové baze = sloupce matice Z := X T.

Pfedpoklad (BUNO): T je ortonormalni.

Diisledek: 7' =T7.

Korela¢ni matice novych bazovych vektoru je
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Sx je symetrickd pozitivné definitni = jeji vlastni ¢isla jsou redlna kladné.
Predpoklad: Sx mé navzajem ruznd vlastni ¢isla.
Dusledek: T lze zvolit tak, ze
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je diagondlni, jeji diagonalni prvky jsou vlastni ¢isla matice Sx Tazena sestupné, A\; > Ao >
e > /\k-
Trik: Vi : za i-ty sloupec matice T volime jednotkovy vlastni vektor odpovidajici vlastnimu
Cislu A;.
Resen{ je jediné, az na znaménka (orientaci) sloupcu matice T'.
Pozn.: Nejsou-li vlastni ¢isla matice S x navzajem ruznd, feSeni neni jednoznacné.
Dusledek:
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kde
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Pozn.: Dostali jsme vyjadieni
Sx=VVv",

coz je mozné pravé pro symetrické pozitivné semidefinitni matice. Pokrok oproti
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je v tom, ze V je ¢tvercova.



1 Analyza hlavnich komponent

(Principal Component Analysis, PCA)

Nghodny vektor (Xi,...,X) transformujeme linedrni transformaci na nghodny vektor
(Z1,...,Zk) = (X1,...,Xg) T, ktery popisuje stejné ndhodné proménné v jiné bézi.

Jeho vybérova korelacni matice D je diagonalni.

Z vybérového souboru (=trénovaci mnoziny) se zda, ze

1. Zy,..., Zx jsou nekorelované,

2. Zy popisuje nejvétsi ¢ast rozptylu, kterou lze popsat jednou proménnou,
Z5 popisuje nejvetsi moznou ¢ast zbyvajictho rozptylu
atd.

Pokud vezmeme jen m < k prvnich proménnych Z1,. .., Z,,, odpovidajicich nejvétsim vlastnim
¢islim korelaéni matice Sx, dostaneme popis, ktery v jistém smyslu optimalné aproximuje
puvodni data, ale ma mensi dimenzi m, takZze se s nim lépe pracuje.
K tomu nam stac¢i, aby prvnich m vlastnich ¢isel korela¢ni matice Sx bylo navzajem ruznych.
Z; je i-ta hlavni komponenta, popisuje ¢ast rozptylu imérnou

Ai Ai

Zl;:l Ak R

kde jmenovatel
k

k
d M=trD=trSx=)» 1=k,
p=1 p=1

Jednd se o stopu matice D (=soucet diagondlnich prvku), kterd se linedrni transformaci
soufadnic neméni, a stopa ptivodni matice Sx je k, nebot korelaéni matice typu k x k mé
na diagondle jednicky.

1.1 Priklad aplikace

Fotografie obliceju lze uspokojivé popsat nékolika desitkami soufadnic (hlavnich komponent),
zatimco puvodni snimky maji dimenzi rovnou poctu pixeli, ale jsou velmi korelované..

Z nich lze i rekonstruovat puvodni fotografii (zndme-li hlavni komponenty) zpétnou transfor-
maci

(X1,....Xp)=(Z1,...,Z:)TT,

resp.
(X1,..., X))~ (Z1,.... Zm,0,...,00TT,

pokud jsme provedli projekci na m hlavnich komponent.

2 Faktorova analyza

Snazi se vysvétlit zdvislost ndhodnych veli¢in X7, ..., X pomoci linedrni zavisosli na jinych
nahodnych veli¢indch Fi, ..., F,,, m < k, zvanych faktory.



Model:
X1 Fl gl
Xk Fm gk
kde V € RFX™ je nezndmé matice,

&1, ..., & jsou ndhodné veli¢iny (chyby, Sum).
Predpoklady: Xi,..., X jsou normované,

Fi, ..., F,, jsou ortogondlni a normované, tedy ortonormalni,
&1, ..., &k jsou nezdvislé navzajem i na faktorech a centrované (=s nulovou stf. hodnotou).
Znaceni:
Xq Fy &
X =] : , F=1 "1, E=1| 11,
X F, Sk
X=VF+¢,

kovarian¢ni (=korelaéni) matice

Sx =BXX")=E(VF+&(VF+&T)=EWVFF'VT)+EEET) =

= VEFFH VI +3:=VvVT 43,
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kde X¢ je (diagonéln{) kovarianéni matice vektoru chyb. Tu pro vypocet nahradime vybérovou
korela¢ni matici S x vypoctenou z ndhodného vybéru.
Pokud m = k, z4dné chyby pripoustét nemusime, protoze existuje rozklad Sx = V V7. (Nasli
jsme ho pii analyze hlavnich komponent, jediny rozdil je, ze zde je méfitko upraveno tak, ze
normovand neni transformace, ale ndhodné veli¢iny Fi, ..., Fj.
Pokud m < k, hledame rozklad

Sx =VVT L3,

kde V € R¥*™ je hodnosti m < k a X¢ je diagonélni.
Problémy:

1. Obtizna tloha vyzadujici iteraéni postupy.

2. Nejednoznacnost faktoru (stejny podprostor méd ruzné ortonormélni béze — rotace fak-
toru).

3. Volba vhodné dimenze m.
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