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1 Podḿıněná rozděleńı pravděpodobnosti

1.1 Motivačńı úloha

Př́ıklad (počet es):

1. Hráč má 10 z baĺıčku 32 karet, v němž jsou 4 esa. Náhodná veličina Y je počet

es v jeho ruce. Pravděpodobnost, že má y es, je

pY (y) =

(
4
y

) (
32−4
10−y

)
(

32
10

) , y ∈ {0, 1, 2, 3, 4} ,

(hypergeometrické rozděleńı),

y 0 1 2 3 4
pY (y) 0.203 0.428 0.289 0.073 0.006

EY =
10

32
4 =

5

4
.



2. Pod́ıvám se na svých 10 karet (ze stejného baĺıčku) a vid́ım, že nastal jev B:

mám 2 esa.

T́ım se pravděpodobnost počtu es prvńıho hráče měńı na

pY |B(y) =

(
2
y

) (
22−2
10−y

)
(

22
10

) , y ∈ {0, 1, 2} ,

(vyb́ıráme z 22 karet, mezi nimiž jsou 2 esa),

y 0 1 2

pY (y|B) 2
7

.
= 0.286 40

77
.

= 0.519 15
77

.
= 0.195

E (Y |B) =
10

22
2 =

10

11
.



3. Obecněji: Náhodná veličina X je počet es v mé ruce a x jej́ı realizace (
”
skutečná

hodnota“), tj. nastal jev X = x.

Pravděpodobnost počtu es prvńıho hráče se měńı na

pY |X=x(y) = pY |X(y|x) =

(
4−x
y

) (
22−4+x

10−y
)

(
22
10

) , x ∈ {0, . . . , 4} , y ∈ {0, . . . , 4−x} ,

(vyb́ıráme z 22− 4 + x karet, mezi nimiž je 4− x es),

E (Y |X = x) =
10

22
(4− x) =

5

11
(4− x) , x ∈ {0, . . . , 4} .



Tento výsledek popisuje rozděleńı náhodné veličiny

E (Y |X) =
5

11
(4−X) ,

která nabývá hodnot

E (Y |X = x) =
5

11
(4− x) ∈

{
20

11
,

15

11
,

10

11
,

5

11
, 0
}

s pravděpodobnostmi

pX(x) = pY (x) =

(
4
x

) (
32−4
10−x

)
(

32
10

) , x ∈ {0, 1, 2, 3, 4} .

x 0 1 2 3 4

E (Y |X = x) 20
11

15
11

10
11

5
11 0

Náhodná veličina E (Y |X) má sťredńı hodnotu

E (E (Y |X)) =
20

11
pX(0) +

15

11
pX(1) +

10

11
pX(2) +

5

11
pX(3)

= E
(

5

11
(4−X)

)
=
(

5

11
(4− EX)

)
=
(

5

11

(
4−

5

4

))
=

5

4
= EY .



1.2 Opakováńı podḿıněné pravděpodobnosti

Pravděpodobnost (=pravděpodobnostńı ḿıra) P

Značeńı: P ( . ) pravděpodobnostńı ḿıra,

P [ . ] pravděpodobnost jevu popsaného v závorce

(je-li argument jev, obě značeńı se shoduj́ı)

Jev B, P (B) 6= 0 6= P (B)

∀ jev A : P (A) = c P (A|B) + c′ P (A|B),

kde c = P (B), c′ = P (B), tj. c + c′ = 1.

P je lineárńı (dokonce konvexńı) kombinace podḿıněných pravděpodobnost́ı P ( . |B),

resp. P ( . |B),

což jsou obyčejné pravděpodobnosti popisuj́ıćı jiné modely (kde B je jev jistý, resp.

nemožný).



Nadále p̌redpoklad P (B) 6= 0 budeme poťrebovat,

p̌redpoklad P (B) 6= 0 nikoli.



1.3 Rozděleńı podḿıněné jevem

Podḿıněná pravděpodobnostńı funkce pY |B diskrétńı náhodné veličiny Y za podḿınky B:

pY |B(y) = P [Y = y|B] =
P [Y = y,B]

P [B]
,

kde P [Y = y,B] = P ({ω ∈ Ω | Y (ω) = y, ω ∈ B}) = P ({ω ∈ B | Y (ω) = y}).
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pY |B(y) = P [Y = y|B] =
P [Y = y,B]

P [B]
,

kde P [Y = y,B] = P ({ω ∈ Ω | Y (ω) = y, ω ∈ B}) = P ({ω ∈ B | Y (ω) = y}).
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⇒ podḿıněná kvantilová funkce qY |B



⇒ podḿıněná hustota fY |B spojité náhodné veličiny

FY |B(y) =
∫ y

0
fY |B(t) dt



⇒ podḿıněná hustota fY |B spojité náhodné veličiny

FY |B(y) =
∫ y

0
fY |B(t) dt

⇒ podḿıněná sťredńı hodnota E(Y |B)

⇒ podḿıněný rozptyl D(Y |B)



1.4 Př́ıklady podḿıněných rozděleńı

Př́ıklad: Prvńı hráč hod́ı čty̌rmi stejnými mincemi; ty, na kterých padne ĺıc, si

ponechá jako výhru (náhodná veličina X). Poté druhý hráč hod́ı zbylými mincemi;

ty, na kterých padne ĺıc, tvǒŕı jeho výhru (náhodná veličina Y ). Popǐste sdružené

rozděleńı X,Y , marginálńı rozděleńı X a Y , podḿıněná rozděleńı Y |X a X|Y .

U všech rozděleńı stanovte (podḿıněnou) sťredńı hodnotu a (podḿıněný) rozptyl.
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Řešeńı: (Č́ısla za tabulkami jsou pravděpodobnostńı funkce marginálńıch rozděleńı,

což v p̌ŕıpadě sdruženého rozděleńı jsou řádkové, resp. sloupcové součty.)
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