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1. V cyklu délky 4 v každém kroku nezávisle vybereme postup po směru hodinových ručiček s pravděpodobnost́ı
2/3, v opačném směru s pravděpodobnost́ı 1/3. Stanovte pravděpodobnosti stav̊u po 4 kroćıch, jestliže počátečńı
stav je 1.

h
h

h
h

-

-

�

�

6 6

? ?

Řešeńı: Prvńı řádek matice

P 4 =


0 2/3 0 1/3
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2/3 0 1/3 0
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(nemuśıme násobit celou matici, stač́ı ji 4× vynásobit zleva vektorem).

2. Alice, Bob a Cyril házej́ı minćı (v tomto pořad́ı). Kdo prvńı hod́ı ĺıc, vyhrává. Hra se opakuje, dokud někdo
nehod́ı ĺıc. Stanovte pravděpodnosti výhry jednotlivých hráč̊u.

Řešeńı:
(
4/7 2/7 1/7

)
.

3. Stanovte asymptotické pravděpodobnosti stav̊u Markovova řetězce s následuj́ıćı matićı přechodu:
1/2 1/2 0 0
0 2/3 0 1/3
0 0 4/5 1/5

2/3 0 0 1/3


Řešeńı: Stav 3 je přechodný, všechny ostatńı jsou trvalé, jejich pravděpodobnosti konverguj́ı k jedinému sta-
cionárńımu rozděleńı,

(
4/13 6/13 0 3/13

)
.

4. V Markovově řetězci s následuj́ıćı matićı přechodu oklasifikujte všechny stavy a najděte všechny uzavřené
množiny trvalých stav̊u. 

0 0 0 1/5 4/5
0 0 0 1 0
0 0 1 0 0
0 1 0 0 0

1/3 0 1/3 0 1/3


Řešeńı: Stav 3 je trvalý absorpčńı, stavy 2 a 4 jsou trvalé s periodou 2, stavy 1 a 5 jsou přechodné. Všechny
uzavřené množiny trvalých stav̊u jsou ∅, {3}, {2, 4}, {2, 3, 4}.
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5. V Markovově řetězci s následuj́ıćı matićı přechodu oklasifikujte všechny stavy a najděte všechny uzavřené
množiny trvalých stav̊u. Najděte všechna stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı.

P =


0 0 1 0
0 1 0 0

1/2 0 1/2 0
1/4 1/4 0 1/2


Ke kterému z nich konverguje rozděleńı stav̊u, vyjdeme-li ze stavu 4?

Řešeńı: Stav 2 je trvalý absorpčńı, stavy 1 a 3 jsou trvalé neperiodické, stav 4 je přechodný. Všechny uzavřené
množiny trvalých stav̊u jsou ∅, {2}, {1, 3}, {1, 2, 3}. Stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı dostaneme řešeńım
soustavy lineárńıch rovnic (

a b c 1− a− b− c
)
P =

(
a b c 1− a− b− c

)
,

vyjde
(
a 1− 3 a 2 a 0

)
, 0 ≤ a ≤ 1/3. Ze stavu 4 dojdeme se stejnou pravděpodobnost́ı do absorpčńıho

stavu 2 jako do uzavřené množiny {1, 3}, která tvoř́ı nerozložitelný Markov̊uv podřetězec. Tomu odpov́ıdá
hodnota a = 1/6 a rozděleńı pravděpodobnost́ı

(
1/6 1/2 1/3 0

)
.

Pro následuj́ıćı úlohy můžete použ́ıt např. matice přechodu

PA =

0 2/3 1/3
1 0 0
0 1 0

 , PB =

 0 2/3 1/3
1/3 0 2/3
2/3 1/3 0

 , PC =

0.7 0.2 0.1
0.1 0.7 0.2
0.1 0 0.9

 , PD =

 1 0 0
1/2 1/2 0
1/3 1/3 1/3

 .

6. Vzájemný převod mezi matićı přechodu a přechodovým diagramem.

7. Odhadněte počátečńı stav i a koncový stav k Markovova řetězce s danou matićı přechodu, jestliže posloupnost
stav̊u byla i, 2, 1, 3, k (dále ji neznáme) a počátečńı rozděleńı pravděpodobnost́ı bylo rovnoměrné.

Řešeńı: Věrohodnost této posloupnosti stav̊u je

L(i, k) = pi(0) · pi2 · p21 · p13 · p3k .

Lze vytknout konstanty včetně pi(0) = 1/3 (pokud jsou nenulové!), věrohodnost je úměrná pi1 · p2k. Odhady
stav̊u i, k jsou nezávislé.
Věrohodnost možných hodnot stavu k je dána 3. řádkem matice přechodu, věrohodnost stavu i 2. sloupcem ma-
tice přechodu. Je však nutno vyloučit př́ıpad D, nebot’ v něm posloupnost stav̊u 2, 1, 3 neńı možná a věrohodnost
je nulová!
[A. 3; 2, B. 1; 1, C. 2; 3, D. –]

8. Odhadněte stav i Markovova řetězce s danou matićı přechodu, jestliže posloupnost stav̊u byla 3, 2, i, 1.

Řešeńı: Věrohodnost této posloupnosti stav̊u je

L(i) = p3(0) · p32 · p2i · pi1 .

Lze vytknout nenulové konstanty, pak je věrohodnost úměrná p2i ·pi1, jednotlivým hodnotám odpov́ıdaj́ı součiny
2. řádku a 1. sloupce po složkách. V př́ıpadě A je pro všechny hodnoty i nulová.
[A. –, B. 3, C. –, D. 1]

9. Který z daných Markovových řetězc̊u sṕı̌se mohl vygenerovat posloupnost stav̊u (a) 2, 3, 2, 1, 2, (b) 1, 2, 1, 3?

Řešeńı: (a) B (jako jediný může vygenerovat tuto posloupnost), (b) A.

10. Je-li počátečńı rozděleńı pravděpodobnost́ı rovnoměrné, jaké je po 2 kroćıch?

Řešeńı: p =
(
1/3 1/3 1/3

)
,

pP 2
A =

(
5
9

1
3

1
9

)
,
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pP 2
B =

(
1
3

1
3

1
3

)
,

pP 2
C =

(
0.28 0.27 0.45

)
,

pP 2
D =

(
85
108

19
108

1
27

)
=
(
0.787 0.176 0.037

)
.

11. Klasifikujte stavy řetězc̊u (též v př́ıkladu 1).

Řešeńı: A, B, C. Všechny stavy jsou trvalé neperiodické (ergodické), řetězec je nerozložitelný.
D. Stav 1 je trvalý absorpčńı, 2 a 3 jsou přechodné.
Př. 1. Všechny stavy jsou trvalé s periodou 2, řetězec je nerozložitelný.

12. Najděte všechna stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı stav̊u a posud’te, zda k nim rozděleńı stav̊u kon-
verguje.

Řešeńı: A, B, C. Řetězce jsou ergodické, maj́ı tedy jediné stacionárńı rozděleńı pravděpodobnost́ı, ke kterému
konverguj́ı z libovolného počátečńıho stavu. Dostaneme je řešeńım soustavy lineárńıch rovnic(

a b 1− a− b
)
P =

(
a b 1− a− b

)
.

A.
(
3
7

3
7

1
7

)
B.
(
1
3

1
3

1
3

)
C.
(
1
4

1
6

7
12

)
D.
(
1 0 0

)
(ve stacionárńım rozděleńı muśı být pravděpodobnosti přechodných stav̊u nulové)

13. (Obnovováńı paměti) Přepisujeme binárńı informaci, přičemž s pravděpodobnost́ı 1 % přeṕı̌seme 0 jako 1,
s pravděpodobnost́ı 2 % přeṕı̌seme 1 jako 0. Jaké bude rozděleńı pravděpodobnost́ı po velkém počtu přepis̊u?

Řešeńı: Matice přechodu je

P =

(
0.99 0.01
0.02 0.98

)
.

Řetězec je ergodický, z libovolného počátečńıho stavu konverguje k jedinému stacionárńımu rozděleńı pravdě-
podobnost́ı, kterým je

(
2
3

1
3

)
. Stejný výsledek dává mocnina matice

P t =

(
2
3

1
3

2
3

1
3

)
+ 0.97t

(
1
3 − 1

3
− 2

3
2
3

)
.

14. Alice a Bob hraj́ı následuj́ıćı hru: Hráč, který je na řadě, hod́ı kostkou. Padne-li 6, vyhrává a hra konč́ı.
Padne-li jiné sudé č́ıslo, pokračuje stejný hráč. Padne-li liché č́ıslo, pokračuje druhý hráč. Zač́ıná Alice. Jaké
jsou pravděpodobnosti výsledk̊u hry?

Řešeńı: Matice přechodu po vhodné permutaci stav̊u (
”
vyhrála Alice“,

”
vyhrál Bob“,

”
hraje Alice“,

”
hraje

Bob“) je 
1 0 0 0
0 1 0 0

1/6 0 1/3 1/2
0 1/6 1/2 1/3

 =

(
I2 0
R Q

)
,

kde prvńı 2 stavy jsou absorpčńı, zbývaj́ıćı 2 přechodné,

I2 =

(
1 0
0 1

)
, R =

(
1/6 0
0 1/6

)
, Q =

(
1/3 1/2
1/2 1/3

)
.

Fundamentálńı matice tohoto řetězce je

F = (I2 −Q)−1 =

(
2/3 −1/2
−1/2 2/3

)−1

=
36

7

(
2/3 1/2
1/2 2/3

)
,

F R =
6

7

(
2/3 1/2
1/2 2/3

)
=

(
4/7 3/7
3/7 4/7

)
.

Zač́ıná Alice, tj. počátečńı rozděleńı stav̊u je p(0) =
(
1 0

)
a asymptotické

p(0)F R =
(
1 0

)
·
(

4/7 3/7
3/7 4/7

)
=
(
4/7 3/7

)
.

Pravděpodobnost výhry zač́ınaj́ıćıho hráče (Alice) je 4/7.
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