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1 O cem to muze byt?

Piiklad 1 (basketbal). [MN: PMS] Alice a Bob se stridavé strefuji micem do kose, zadind
Alice. Kdo se proni strefi, vyhrdvd. Alice se strefi s pravdépodobnosti a, Bob s pravdépodob-
nosti b. Jakd je pravdépodobnost vysledku hry?

Reseni. Po prunim hodu s pravdépodobnosti a Alice vyhrdvd, s pravdépodobnosti 1 — a se
pokracéuje. Po 2. hodu hra skonci vghrou Boba s pravdépodobnosti (1 — a)b, nebo je situace
stejnd jako na zaédtku a Sance se déli ve stejném poméru, tj. a : (1 —a)b. Alice vyhraje s prav-

dépodobnosti
a a

a+(1—a)b a+b—ab’

Bob s pravdépodobnosti
(1—-a)d (1—-a)d

a+(1—a)b a+b—ab’

(Predpokldddme, Ze aspori jedna z pravdépodobnosti a,b je nenulovd. Vice viz [MN: PMS).) O

Piiklad 2 (foton). [MN: PMS] Foton vnikne do tenké vrstvy s rovnobézngmi sténami. Na
jejim rozhrani muze projit, nebo se odrazi a dojde k druhému rozhrani, kterym projde, nebo
se odrazi atd. Vypoctéte pravdépodobnosti prichodu fotonu do jednotlivijch poloprostori vyme-
zengjch touto vrstvou.

Reseni. Jde o priklad ,basketbal® v jiné interpretaci. Obdobnd tloha se Fesi pFi programovdni
barevnych tiskdren. O

VVVVVV

tlohy.

2 O c¢em to je?

Priklad 3 (oteviené restaurace). Pijdk se pohybuje Sklonénou ulici mezi dvéma restau-
racemi. Pred kaZdymi dvermi, které nevedou do restaurace, se rozhodne, kterym smérem se
vydd; s pravdépodobnosti ¢ pujde z kopce, s pravdépodobnosti 1 — ¢ pujde do kopce. AZ najde
restauraci, zustane v ni. Jaké jsou pravdépodobnosti dosaZeni obou restauraci? (Jednodi-
menziondlni nadhodnd prochdzka s absorpénimi bariérami.)

Piiklad 4 (oteviené restaurace ve vzddlenosti 2 — specidlni ptipad predchoziho). Obé
restaurace jsou od vychoziho mista vzddleny o 2 vchody. Sdruzime 2 kroky do jednoho: Po 2
krocich dorazi bud do dolni restaurace (s pravdépodobnosti a = c*), nebo do horni (s pravdé-
podobnosti (1 — c)?), nebo se vrdti do vijchoziho bodu. Jde o priklad ,basketbal®, kde

a=c?, (1—a)b=(1-2c)%.

2

V' dolni restauraci skonc¢i s pravdépodobnosti — napr. pro ¢ = 2/3 s pravdépodob-

___c
2+ (1-c¢)?’
nosti 4/5. Obecnéjsi pripad tak snadno nevyresime. O

Priklad 5 (informaéni kandl se zpétnou vazbou). Odesilatel posle zprdvu v kédu, dovo-
lugicim odhalit chyby v prenosu. (Pro jednoduchost zanedbdvame riziko nerozpoznané chyby.)
Zprdva je dorucena spravné s pravdépodobnosti c. Poté prijemce za stejnijch podminek posle zpét



(jednobitovou) zprdvu o tispésnosti prijeti. Chybnd zprdva o sprdvném pfenosu vypadd stejné
jako sprdvnd zprdva o chybném prenosu. V téchto pripadech se prenos opakuje za stejnijch
podminek. Chybnd zprdva o chybném prenosu vypadd stejné jako sprdvnd zprdva o sprdvném
prenosu. V téchto pripadech prenos kondi; prijatd zprdva mize byt spravnd nebo chybnd.
Jaké jsou pravdépodobnosti ukonceni sprdavngm/chybnygm prijetim zprdvy?

Reseni. Jde o priklad ,oteviené restaurace ve vzddlenosti 2%, resp. ,basketbal®. (]
Dalsi otazky: Jaké je rozdéleni délky komunikace a jeji stiedni hodnota?

Priklad 6 (shoda v tenisu). Alice s Bobem hraji tenis, doslo ke shodé, takZe hru vyhraje
hrdé, ktery jako proni vyhraje o 2 mice vic nez souper. Alice vyhraje mi¢ s pravdépodobnosti c.
Jaké jsou pravdépododobnosti viysledku hry? Jaké rozdéleni a stiedni hodnotu md pocet miciu
hry?

Reseni. Jde opét o piiklad ,oteviené restaurace ve vzddlenosti 2%. O

Takto bychom vsak nevyfesili vysledek hry od jejiho poc¢dtku (misto od shody), setu, zdpasu,
turnaje...

Priklad 7 (zaviené restaurace). Jako priklad ,oteviené restaurace®, ale do restaurace
pijdka nepusti a poslou ho zpét smérem, ze kterého ptviSel. Jak casto se objevi pred
ktergmi dvermi? (Jednodimenziondlni ndhodnd prochdzka s odrdzejicimi bariérami.)

Priklad 8 (oteviend a zaviend restaurace). Jako predchozi, ale do jedné restaurace
pijdka nepusti a poslou ho zpét smérem, ze kterého priSel. Do druhé restaurace
ho pusti a tam zistane. (Jednodimenziondini néhodnd prochdzka s jednou odrdZejici a jednou
absorpénd bariérou.)

Cviceni 1. Upravte predchozi ulohy na jednodimenziondlni ndhodné prochdzky tak, Ze se
ndhodné nevoli smér, ale zména sméru.

(Ndvod: Potrebujeme zdvojit stavy, do nichZ se lze dostat z obou stran, a tim pridat informaci
o tom, z kterého sméru jsme prisli. Tu je potreba dodat i v popisu pocdtecniho stavu.)

Otazky: Jaké je asymptotické chovani systému? Zavisi na po¢ate¢nim stavu?
Jaké je rozdéleni a stfedni hodnota doby dosazeni daného bodu?
Kolikrat se vrati na dané misto a po jakém case?

3 Matematicky model: (homogenni) Markovovy fetézce
(Markov chains)

Doporuéend literatura: [Hsu 1996, [Papoulis, Pillai 2003, [Wasserman 2004)].

Posloupnost diskrétnich ndhodnych velicin Xy, X7, Xo,... s hodnotami ze spoc¢etné mnoziny
stavu, obvykle {1,2,...}.

Indexovéna je diskrétnim ¢asem s hodnotami z mnoziny Ny = {0,1,2,...}.

Z hlediska okamziku ¢ rozlisujeme minulost (< t) a budoucnost (> t).

Déno:

Pravdépodobnosti poc¢dteénich stavu (=rozdéleni ndhodné veliciny Xj),

pi(0) = px, (),



popt. dany pocatecni stav s, tj.

1 proi=s,
0 proi# s,

pi(s) = dis = {
pravdépodobnosti prechodu ze stavu ¢ do stavu j v jednom kroku,
pij = P[Xep1 =J | Xo =1],
(nezévislé na Case t); pro kone¢né mnoho stavi je lze popsat matici prechodu

pPir - DPin
P=|: :
DPn1 T Pnn

kterd je stochasticka (=m4 jednotkové Fadkové soucty),
n
Vi=1,....n:Y py=1.
j=1

Homogenni: Matice prechodu nezavisi na case.

Retézce: S diskrétnim ¢asem a diskrétnimi stavy; pro spojity ¢as dostdvame Markoviv
proces (Markov process).

Markovovy: Pravdépodobnost budoucich stavu je plné uréena soucasnym stavem, bez ohledu
na minulé stavy,

PXi1 =7 | Xe =101, Xe 1 =dp-1,...,Xo =i0] = P[Xey1 = J | Xi = 4] = pij -

(Stav nese ,,dostateénou informaci“ o predchozim prubéhu.) To je podminénd nezdvislost bu-
douciho a minulého stavu pfi daném soucasném stavu: pro u < t < v a libovolné stavy i, j, k

PX,=75X,=k|Xi=1=P[X,=7| Xe=1i]-P X, =k| Xy =1].
Pravdépodobnosti stavu vyjadiuje na poc¢atku fadkovy vektor
P(0) = (p1(0), -, pn(0)) = (px, (1) - -, Px0 (1))
déle se vyvijeji podle rekurentniho vzorce
p(t+1)=p(t) P,

takze

Prvky matice P’ znac¢ime pl(-;), coz je pravdépodobnost pfechodu ze stavu ¢ do stavu j v t krocich.

Chapmanova-Kolmogorovova rovnice:

Pt+u — Pt P’U.’



po slozkach:
(t+u) ) (
pij szk ka 7

kde s¢itame pres vSechny mozné stavy v Case t.
Princip superpozice (=linearita): Pokud jsou poé¢iteéni pravdépodobnosti p(0) konvexn{
kombinaci (=smési) rozdélent,

p(0) = cq(0) + (1 —¢)r(0), c€(0,1),

jsou pozdéjsi pravdépodobnosti dény stejnou konvexni kombinaci pravdépodobnosti jednot-
livych slozek,

p(u) = p(0) P = cq(u) + (1 — ¢)r(u) = ¢q(0) P* + (1 — ¢)r(0) P*.
Dausledek 1. Staci ndm vysetrit pripady, kdy poédteéni stav je dany (=Diracovo rozdélent).

Priklad 9 (basketbal — pokracovani). Pokud rozlisujeme jednotlivé hody (a kdo je na tadé),
je matice prechodu

1 0 0 0

a 0 1—a 0
P = 0 1-b 0 b1’

0 0 0 1

pravdépodobnosti stavi

p(0) = (0,1,0,0),
p(1) =(0,1,0,0) P = (a,0,1 — a,0),
p(2) =(a,0,1 - a,0) P = (a,(1—a) (1-10),0,b (1 —a)),
p3)=(a,(1—a) (1-0),0,b (1—a))P =
= (

a+a(l—a)(1=0),0,(1—a)®> (1—=b),b(1—a))...

Pokud sdruzime 2 kroky do jednoho, dostaneme novou matici prechodu

1 0 0 0

p2 _ a (I1—a)(1-0b) 0 b(1—a)
C|a(1-0) 0 (1—a) (1-0) b
0 0 0 1

Jelikoz zacind Alice, do 3. stavu se nedostaneme; bez néj mdme zjednoduseny popis

0 0
(1-a)(1-b) b(1—a)
0 1

Py =

S Q =



Napr. pro a =1/2, b=1/3 dostdvime

QW = ON|-

0.

0 0

11

3 6>

0 1

0 0

12

9 9|

0 1

1.0 0.0 0.0
74999 1.6935-1075 0.25000
0.0 0.0 1.0

Priklad 10 (oteviené restaurace ve vzdalenosti 2 — pokracovani).

1
Cc
P=10
0

0

1

Cc

P’ = (¢
0

0

0 0 0 0

0 1-¢c 0 0

c 0 1-c¢ 0 ,

0 c 0 1—-c

0 0 0 1
0 0 0 0

c(l—c¢) 0 (1—2¢)? 0
0 2¢ (1—¢) 0 (1-¢)?
c? 0 c(l—¢) 1-c¢
0 0 0 1

Bez 2. a 4. stavu dostaneme zjednoduseny popis, v némz 2 kroky povazujeme za jeden (z lichého
stavu se po sudém poctu krokiu dostaneme do lichého stavu, sudé stavy ignorujeme):

Py =

Napr. pro ¢ = 2/3 dostdvdme

Py

pL -

0 0
2 2¢(1—¢) (1—¢)

0 0 1
1 0 0
4 4 1
9 9 9|
0 0 1
1 0 O
52 16 13
81 81 81 |
0 0 1
1.0 0.0 0.0
0.79976 3.0073-10"% 0.19994
0.0 0.0 1.0

Piiklad 11 (zaviené restaurace ve vzddlenosti 2 — pokracovani). (Obé restaurace jsou



vzddleny o 2 vchody.)

0
C
P=|o0
0
0
Cc
0
P?= |2
0
0

Bez 2. a 4. stavu dostaneme zjednoduseny popis, v némz 2 kroky povazujeme za 1:

Py

Napr. pro ¢ =2/3 dostdvdme

Py

P

1 0 0 0
0 1—c 0 0
c 0 1—c¢ 0
0 c 0 1-—
0 0 1 0

0 1—c¢
2¢—¢? 0

0 2¢(1—¢)

c? 0

0 c

c 1-c
=1 2c(1-¢)
0 c
2 1
2 1
i 4 1
o8 9
03 3
16 10 1
%7
L E S
27 27 27
0.53342 0.39995
0.53327 0.40003

0.53297 0.40018

C
0 0
(1—2¢)? 0
0 (1—¢)?
1—¢2 0
0 1—-c

0
(1-0)
1—c¢

6.6622 1072
6.6697 - 102
6.6847 102

Piiklad 12 (oteviend a zaviend restaurace ve vzdalenosti 2 — pokracovéni)
restaurace jsou vzddleny o 2 vchody.)

. (Obé

1 0 0 0 0
c 0 1-¢c O 0
P=|0c¢ 0 1-¢ o0 |,
0 0 c 0 1-c
0 0 0 1 0
1 0 0 0 0
¢ c(l—¢) 0 (1-2¢)? 0
P?=| 2 0 2¢ (1—c) 0 (1-¢)?
0 ? 0 1—¢? 0
0 0 c 0 1-c

Bez 2. a 4. stavu dostaneme zjednodusSeny popis, v némz 2 kroky povaZujeme za jeden:

1 0 0
2 2c(1—¢) (1—¢)
0 c 1-c

Py



Napr. pro ¢ = 2/3 dostdvime

1 0 0
Py,=[2 4 1|,
A

3 3

1 0 0
p2— (32 2 7|
S VI

27 27 27

1.0 0.0 0.0
PP = 1098613 1.0405-10"2 3.4683-1073

0.97225 2.0810-1072 6.9366-1073

Cviceni 2. [Wasserman 2004 Markoviv retézec Xy, t € N, md matici prechodu

0.1 02 0.7
P={(09 01 O
0.1 08 0.1

a pocatecni pravdépodobnosti (0.3, 0.4, 0.3). Najdéte pravdépodobnosti

P[Xo=1,X; =2 X, =3],
P[Xg=1,X =2 X, =2].

Cviceni 3. (upraveno dle [Wasserman 2004)]) Hdzime kostkou. Ndhodnd velicina X; je ma-

ximum z pronich t hodi. UkaZte, Ze se jednd o Markoviv Tetézec, najdéte jeho prechodovy
diagram a matici prechodu.

4 Klasifikace staviit Markovovych retézcii s konecné mnoha
stavy

Permutace stavu:

Pokud v popisu zménime poradi stavii, zmeéni se stejné poradi slozek vektoru i fadku a sloupctu
matice prechodu.

Piiklad 13 (basketbal — pokracovani). Matice prechodu

1 0 0 0
a 0 1—a O
P = 0 1-b 0 b
0 0 0 1

se permutact stavi (1,4,2,3) zménd na matici

10 0 0
0 1 0 0
a 0 0 1—a
0 b 1-b 0



Priklad 14 (zaviené restaurace ve vzdalenosti 2 — pokracovani). Sloucenim dvou kroki
do jednoho jsme dospéli k matici:

c 0 1-c 0 0

0 2c—c? 0 (1—2¢)? 0
PP=|¢ 0  2(1-¢) 0 (1—¢)?

0 c? 0 1—c2 0

0 0 c 0 1—-c

Seradime-li stavy v poradi 1,3,5,2,4, dostaneme blokové diagondIni matici:

c 1-c¢c 0 0 0
2 2¢(1—¢) (1—¢) 0 0
0 c 1—-¢ 0 0
0 0 0 2¢c—c? (1—¢)
0 0 0 c? 1—¢?

Stav j je dosazitelny (angl. accessible) ze stavu i, jestlize se z ¢ do j d4 prejit s nenulovou
pravdépodobnosti (pro néjaky pocet kroku),

3t>0:p§;)>0.

Stav je prechodny (angl. transient), jestlize se do néj (nékdy) vrétime s pravdépodobnosti
< 1, v opaéném pifpadé je trvaly (angl. persistent, recurrent).
Specidlni pripad: Stav i je absorpéni (angl. absorbing), jestlize p; = 1, tj.

_ 5.1 1 proi=yj,
p”_é”_{O pro i # j.

) _

Véta 1. Stav i je trvaly <— Z p(f 00 .

Diikaz. ,,=*: Cislo Z p Je stfedni hodnota po¢tu ndvratu. S pravdépodobnosti 0 se nevratime.

S pravdepodobnostl 1 se aspon jednou vratime. Pravdépodobnost, ze 1. ndvrat bude i posledni,
je 0. Pravdépodobnost, ze n-ty navrat bude posledni, je 0 pro vsechna n € N. To je spocetné
mnoho jevi, tedy pravdépodobnost, ze pocet navrati bude koneény, je 0. S pravdépodobnosti 1
se vratime nekone¢nékrat. ,,<—="* Pifedpokladejme, ze stav ¢ je pfechodny. Ozna¢me q < 1 prav-
dépodobnost, ze se nékdy vratime. Po prvnim névratu nasleduje druhy s podminénou prav-
dépodobnosti ¢, celkové s pravdépodobnosti ¢2, n-ty s pravdépodobnosti ¢". Celkovy soucet
pravdépodobnosti navratu E;i 1 pgf)
vsechna n,

Zp(” Z «

je roven souctu pravdépodobnosti n-tého navratu pres

)

Disledek 2. Stav i je prechodny <= Z p(t < 00.



Perioda stavu 7 je nejvétsi spoleény délitel vsech ¢isel ¢, pro kterd pgf) > 0.

Stav je periodicky (angl. periodic), jestlize mé periodu ¢ > 1, v opaéném pifpadé je neperi-
odicky (angl. aperiodic).

Nutna podminka: Je-li stav ¢ periodicky, musi byt odpovidajici prvek na diagondle p;; = 0.
Stav je ergodicky (angl. ergodic), jestlize je trvaly a neperiodicky.

Piiklad 15 (ndhodnda prochazka v cyklu). Pro ndhodnou prochdzku v cyklu sudé délky
maji viechny stavy periodu 2 (prechdzime mezi sudymi a lichymi), jsou trvalé a periodické.
Pro ndhodnou prochdzku v cyklu liché délky maji vsechny stavy periodu 1 (prestoze se do nich
nelze vrdtit v 1 kroku!) a jsou ergodické.

Mnozina trvalych stavii je uzaviena, jestlize ji nelze opustit.

Markovuv fetézec je nerozlozitelny, jestlize neobsahuje vlastn{ (=mensi neprdzdnou) uzavrenou
podmnozinu stavu, tj. z kazdého stavu jsou v8echny stavy dosazitelné.

= Nemd prechodné stavy.

Dosazitelnost (BUNO: v obou smérech) rozdéluje vechny trvalé stavy na disjunktni uzaviené
mnoziny (=tf¥idy) stavi. (Dosazitelné jsou prévé ty dvojice stavii, které patif do stejné tiidy.)
Kazdou t¥idu tvoii nerozloZitelny Markovuv fetézec, v némz vSechny stavy maji stejnou peri-
odu.

= Pokud jsou vSechny stavy trvalé a fetézec je rozlozitelny, lze matici pfechodu vyjadfit jako
blokové diagondlnd (0 je nulova matice):

D, O 0

0 D, 0
P = . .

0 0 Dy,

(Kazdy blok odpovida jedné uzaviené podmnozing, k tomu je ale potieba upravit porad{ stavi,
a tim i fddku a sloupcu matice.)
Pokud existuji prechodné stavy a zaradime je az za trvalé, matice prechodu ma tvar

D o0
7~ (% o)
kde D vyjadiuje pravdépodobnosti prechodu mezi trvalymi stavy, @ mezi piechodnymi a

R vyjadiuje pravdépodobnosti pfechodu z prechodnych stavu do trvalych. Po rozkladu mnoziny
trvalych stavi na nejmensi uzaviené podmnoziny dostaneme tvar

D, 0 --- 0 O
0O D, --- 0 O
P=1: : I :
0 0O --- Dy O
Ry Ry, -+ Ry Q

Priklad 16 (basketbal — pokracovéni). Matice prechodu po permutaci stavi byla

1 0 0 0

01 0 0 D o D, 0 0
- =lo D, 0],

a 0 0 l1—a R Q R, R, Q

0 b 1-b 0 Lo



kde proni 2 stavy jsou trvalé (dokonce absorpéni), zbjvagici 2 prechodné,

b1 w Y e )
D, =(1), Dy=(1), R1:<8>, R2:<2).

Priklad 17 (oteviené restaurace ve vzdalenosti 2 — pokracovani).

1 0 0 0 0
c 0 1—¢ 0 0
P=10 c 0 1—c¢ 0
0 0 c 0 1—c¢
0 0 0 0 1
Permutact stavi (1,5,2,3,4) dostaneme matici prechodu
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 D 0 0
cOOl—cO:<gg):OD20,
0 0 ¢ 0 1-c¢ R, Ry, Q
0 1—¢ O c 0
kde prond 2 stavy jsou absorpénit, zbyvagjici 8 prechodné,
1 0 c 0 0 1—c¢ 0
D:<0 1), R=1|0 0 , Q=|c 0 l—c|,
0 1—c¢ 0 c 0
c 0
D, =(1), Dy=(1), R =(0|, Ry=[0
0 1—c¢

Piiklad 18 (zaviené restaurace ve vzddlenosti 2 — pokracovani). Sloucenim dvou kroki
do jednoho a preskupenim stavi (,napied liché, pak sudé®) jsme dospéli k blokové diagondlni
matict:

c 1-c¢ 0 0 0
A2 2¢(1—¢) (1—¢) 0 0
0 c 1-c 0 0
0 0 0 2c—c? (1-c¢)?
0 0 0 c? 1—c?

Tento Tetézec lze rozloZit na 2 nerozloZitelné: jeden se 3 stavy (odpovidajicimi lichgm, 1,3,5,
v puvodni reprezentaci), druhy se 2 stavy (odpovidajicimi pivodnim sudgm, 2,4). Vsechny stavy
jsou ergodické.

Cviceni 4. [Wasserman 2004] Markoviv fetézec md matici prechodu

04 0 01 0 0 0.5

0.06 07 025 0 0 O

p— 0 0 0 o1 0
0.06 05 04 0 0 0.05

0 0 1 0 0 O

0 0 0O 0 0 1



Urcete prechodné a trvalé stavy a jejich periodu.

Cviceni 5. [Hsu 1996] Markoviv Tetézec md matici prechodu

0 05 05
P=1(07 0 03
1 0 0

Je 1. stav periodicky?

5 Asymptotické chovani Markovovych retézca s konecné
mnoha stavy

Metody feseni:
e Specialni pripady lze fesit exaktné.
e Obecné potiebujeme urcit tlim P!. Pro matici fadu 2 viz Dodateklﬂ
— 00

e Obtizné tlohy lze simulovat na pocitaci (metoda MCMC=Markov Chain Monte Carlo)
a ziskat tak aspon ptredstavu o jejich vlastnostech.

5.1 Prechodné stavy
Véta 2. Pravdépodobnosti prechodngch stavi konverguji k 0.

Diikaz. V konetném ¢ase T se z prechodného stavu piejde do nékterého trvalého s pravdépodobno
aspon ¢ > 0, v nékterém z prechodnych stavu zustavame s pravdépodobnosti nejvyse 1 — e.
V éase 2T zlstdvame v nékterém z prechodnych stavii s pravdépodobnosti nejvyse (1 — ¢)2,
v ¢ase kT s pravdépodobnosti nejvyse (1 —)* — 0 pro k — oo. O

Dusledek 3. S pravdépodobnosti 1 se dostaneme do nékteré uzaviené mnoziny trvalych stavi
a v té€ jiZ zustaneme.

Dusledek 4. FEzistuje trvaly stav.

Otazky:
Do jakych trvalych stavu prejdeme z prechodnych? Za jak dlouho?
Véta 3. Nechf stavy 1,...,1 jsou absorpéni, i + 1,...,n prechodné. Pak matice pFechodu md
tvar
(I, O
r~(% )

kde I; je jednotkovd matice rddu i. Pravdépodobnost, Ze z prechodného stavu j > i skoncime
v absorpénim stavu k < i, je prvek na pozici (j —i,k) v matici

(I,.i+Q+Q*+Q*+..)R=F R,
F

kde I,,_; je jednotkovd matice 7ddu n —i a
F:I7l—i+Q+Q2+Q3+"'

je fundamentdlni matice tohoto retézce.



Diikaz. (Edstecny) Tvar matice prechodu jsme jiz odvodili. Matice @ popisuje ,recyklaci®
prechodnych stavi a matice R jejich nevratnou preménu na trvalé. O

Pokud jsou pouze prechodné a absorpéni stavy, pak je lze setadit tak, jak pozaduje predchozi
véta.

Véta 4. )
F=I,,+Q+Q*+Q*+...=(I,-,—-Q)".

Dikaz. (¢astetny) Oznacme
F,=1,,+Q+Q+Q°+...+Q".
Pak

In-i— Q) Fy = -Q+Q-Q°+Q°-Q°+..-Q"' =1,, - Q"""

Matice @ ma vsechny soucty fadka nejvyse 1 a nékteré mensi nez 1. O takovych maticich je
ZNnamo, ze
lim Q' =0
t—o0
aze I,,_; — Q je regularni. Tudiz
lim (In—z - Q) Fy=1I,,
t—o0

F=1lmF,=I,;,-Q)".

t—o0

Piiklad 19 (basketbal — pokracovani). Matice prechodu po permutaci stavi byla

1 0 0 0

01 0o 0| (I, o
a 0 0 1—a _<R Q)’
0 b 1-b 0

kde proni 2 stavy jsou absorpéni, zbyvagjici 2 prechodné,

) G e ()

-1
. -1 1 a-1 - 1 1 1—-a
= (2-Q) <b—1 1 > T a+b—ab \1-b 1 )’

FR= ﬁ (a (1a— b) ' (11; a)> :

Zacing Alice (stav 3, tj. 1. prechodny), pravdépodobnosti prechodi do absorpénich stavi jsou
tedy v 1. rddku visledné matice.
b(l1—a)
b—

b —ab’ ab’
Napr. proa=1/2,b=1/3 Alice vyhmje s pravdépodobnosti 3/4, Bob s pmvdepodobnostz 1/4.

Alice vyhraje s pmvdepodobnostz Bob s pmvdepodobnostz



Piiklad 20 (oteviené restaurace ve vzddalenosti 2 — pokracovan{). Permutact puvodnich
stavi (1,5,2,3,4) jsme dostali matici prechodu

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0 I, 0
c 0 0 1—-c¢ 0 =\r Q)
0 0 c 0 1—c

0 1—¢c O c 0

kde prond 2 stavy jsou absorpént, zbyvagjici 8 prechodné,

10 c 0 0 1—-¢c O
I2:(0 1), R=1|0 0 , Q=|c 0 1—c|,
0 1—-c¢ 0 c 0
1 e—1 0\ "
F=(I;-Q) '=(-¢c 1 c¢-1 =
0 —c 1
1 l—c+c 1—¢ (1—¢)?
:ﬁ C 1 1—c y
2¢8—2c+1 c? c 2—c+1
1 c(1—c+c?) (1-2¢)?
FR=——_——— c? (1—(:)2
2 _
2¢2—-2c+1 3 (1-¢) (1—c+02)

Napr. pro ¢ =2/3 dostdvdme

FR=

Glowiag]2
\Kﬂ\»-‘&‘»-‘

15
Tato matice uddvd pravdépodobnosti vysledki pro libovolny prechodny pocdtecni stav (i pro
jejich smés, tj. pocdtecni rozdélent, kterym ji staci vyndsobit zleva). Napf. pro rovnomérné
rozdélent pocdtecnich stavu dostaneme

14 1
15 15

G 3 of Y-y
15 15

Co kdyz trvalé stavy nejsou vsechny absorp¢ni?

MuZeme ignorovat rozdily mezi trvalymi stavy, které jsou navzajem dosazitelné: Kazdou ne-
rozlozitelnou uzavienou mnozinu stavu nahradime jednim ,novym* stavem, ktery jiz dédle ne-
rozliSujeme. Ten je absorpéni.

Tim jsme prevedli ilohu na pfedchdzejici (mdme pouze prechodné a absorpéni stavy).
Dozvime se, s jakou pravdépodobnosti skon¢ime v které nerozlozitelné uzaviené mnoziné.

VVVVVV

(zdlezi nejen na tom, pres ktery stav do ni vstoupime, ale také, kdy).

Uz vime, ze s pravdépodobnosti 1 pfejdeme do néjaké nerozlozitelné uzaviené mnoziny, kterou
uz neopustime.
Otéazka je, co se déje dal.



5.2 Nerozlozitelné Markovovy retézce
Stacionarni rozdéleni pravdépodobnosti p je takové, které se zachovava, tj.
pP=p.

Lze je najit vyfesenim této (homogenni) soustavy linedrnich rovnic pro p s dodateénou podminkot
Ze soucet neznamych je 1.

Véta 5. Jestlize nerozlozitelny Markoviv Tetézec md viechny stavy ergodické, pak md

jediné staciondrni rozdéleni pravdépodobnosti; k tomu konverguje p7i libovolném pocdtecnim

rozdélent.

Dusledek 5. V tom pripadé tlim P! ezistuje a je rovna matici, jejiz viechny Fddky jsou rovné
—00

staciondrnimu rozdélent.

Piiklad 21 (zaviené restaurace ve vzdalenosti 2 — pokracovéani). Pro liché stavy jsme
dostali zjednoduSeny popis, v némz 2 kroky povazZujeme za 1:

c 1-c 0
Py;=|2 2c(1-¢) (1-0¢?7],
0 c 1-c¢
napt. pro c=2/3
2 1 9
i1
Pemls 1
0 3 3

Tento Markoviv Tetézec je nerozloZitelny a md vSechny stavy ergodické, takzZe md jediné sta-
ciondrni rozdéleni pravdépodobnosti, které dostaneme Tesenim soustavy linedrnich rovnic

(a,b,1 —a—b) Py = (a,b,1 —a—0),

8 2 1
a,bjl—a—-0)=(—,-,—|.
( ) (15 5 15)
Pozndmka 1. Staciondrni rozdéleni muze existovat i u jingch Markovovijch Tetézcu, ale ne-
musime se k nému pribliZit.

Napt. pro
01 0
P=1[0 0 1
1 00

je rozdelend (1/3,1/3,1/3) staciondrni, ale z poédtecniho rozdéleni (1,0,0) se k nému nepiibliZime

Uvazujme nerozlozitelny Markovuv fetézec, ktery neni ergodicky.

Nutna podminka: Matice prechodu musi mit nulovou diagonélu.

Vsechny stavy maji stejnou periodu 7" > 1.

Lze je rozdélit na T disjunktnich t¥id My, ..., Mp tak, ze z kazdé t¥idy 1ze v jednom kroku
prejit pouze do nésledujici (a z My do My).

Do kazdé t¥idy se vratime po T krocich.

Slou¢enim 7T kroku do jednoho dostaneme Markoviv Fetézec s matici prechodu PT.

Ten je rozlozitelny, tiidy My, ..., M7 odpovidaji nerozlozitelnym Markovovym fetézcum, které
maji vSechny stavy ergodické, takze maji jediné stacionarni rozdéleni pravdépodobnosti.

= AZ na to, Ze se periodicky prochdzi mezi tfidami My, ..., Mp, muzeme asymptotické chovani
uvniti nich urcit stejné jako v predchozim piipadeé.



Cvicéeni 6. [Wasserman 200]|] Najdéte staciondrni rozdéleni Markovova fetézce s matici prechod

04 05 0.1
P=1005 07 025
0.06 0.5 045

Cviceni 7 (rosnicka). (upraveno dle [Wasserman 2004)]) Rosnicka skdce po k schidcich.
Kazdym skokem se s pravdépodobnosti ¢ € (0,1) dostane o schidek vys, s pravdépodobnosti
1 — ¢ spadne zpét do vody a zacind od zacdtku. Z nejuy$siho schudku vidy spadne do vody
(=, nejnizsi schidek®). Kde ji mdme hledat, tj. jakd je pravdépodobnost jejiho vyskytu na jed-
notlivijch schideich po dlouhém pribéhu? Reste pokud mozno obecné, pak pro hodnoty k = 4,
c=1/2.

5.3 Rozlozitelné Markovovy retézce

bez pfechodnych stavi se Fesi rozkladem na nerozlozitelné. Mohou existovat staciondrni rozdélent,

ale nemusi byt limitou.
1 0
P= (0 1) =L

Priklad 22. Pro
jsou vSechna rozdéleni staciondrni. Pro

1/2 1/2 0 0
112 172 0 0
P=10o 0o o1
0 0 10

jsou staciondrni véechna rozdéleni (%, 55 1?, 1;‘3

(0,0,0,1) se k Zadnému staciondrnimu nebliZime.

), ¢ € (0,1), ale z poédtecniho rozdélent

5.4 Piiklady

Priklad 23 (chcete byt miliondfem? — zjednodusené zaddni bez zachytnych bodu). Hrdc
zaplati za vstup do hry. Odpovidd na otdzky, pravdépodobnost, Ze znd sprdvnou odpovéd), je ¢ €
(0,1). Po sprdvné odpovédi miize skoncit s vijhrou 1,2,4,8, ..., obecné 281 kde k je pocet
sprdvné zodpovézenych otdzek. Po chybné odpovédi konci a nedostdvd nic.

e Jak dlouho md hrdt, aby mazimalizoval zisk? (Délka hry a vgse vghry neni omezena.)

o Jaké je pri optimdlni strategii rozdélend, stredni hodnota a rozptyl vijhry po k kolech (resp.
vyrazend v nejuyse k-tém kole)?

o Jakd je adekvdtni cena za vstup do hry?

Hrac zaplatil za vstup do hry, urcité md hrdt proni kolo. Pred k-tym kolem (pokud do néj
postoupi) se rozhoduje mezi jistou vihrou 281 a dalsi otdzkou, kterd maiZe vést k vijhre bud 0,
nebo 2% (s pravdépodobnosti c). Optimdini rozhodnuti tedy bude vidy stejné (zdvislé na c, nikoli
na k). Pro ¢ < 1/2 konéi po 1. kole. Pro ¢ > 1/2 je optimdlni hrdt co nejdéle. Pak matice

prechodu je
1 0
L (1 —c c> ’



pront stav (vyrazeni) je absorpini, druhy (pokracovdni ve hie) je prechodny, takze pravdépo-
dobnost vighry je nulovad!
Vighra Xy, po k kolech md alternativni rozdélent,

EX, =2kt
DX, = EX}? — (EX)? = " 2271 — 2k 920k = (1 — V) R 2201

Proc>1/2 je
1
lim ¢~2k1 ==

lim (2¢)" = 0,
k—o0 k—o0

tedy adekvdtni cena za vstup do hry je nekoneénd!

Cviceni 8. Popiste Markovuv Tetézec, popisujici hru ,chcete byt miliondrem?“ se zdachytnymi
body a omezenym poctem kol.

Priklad 24 (ruinovani v ruleté). V ruleté sdzka na barvu prindsi vjhru ve vysi dvojndsobku
vkladu s pravdépodobnosti d o mdlo mensi nez 1/2 (dle typu rulety %, % nebo % = 19—9). Hrac
vsadi nejprve 1000 EUR. Po pruni vghie konci. Po kaZdé prohie vsadi dvojndsobnou ¢dstku nez
v predchozim kole. Jaké je rozdéleni a stredni hodnota jeho vghry?

Jde o obdobu hry ,,chcete byt miliondiem?“ s vymeénénymi rolemi hrdce a bankére a c =1 —d.
Bankéri se hra ,vypldaci“, prestoZe md nulovou pravdépodobnost vyhry. Neredlny je predpoklad,

ze hru lze hrat libovolné dlouho.

Cviceni 9. Jak bude vypadat ,ruinovdni v ruleté®, jestlize hrdc (pripadné i bankér) md ome-
zené finance?

Cviceni 10 (petrohradsky paradox). Hrdc zaplati za dcast ve hie, v niZ hdzi minci. Padne-
li lic, vyhraje 1 EUR. Padne-li rub, hra pokracuje a vijhra se zdvojndsobuje, tj. padne-li lic
poprvé v k-tém hodu, vijhra je 28~ EUR. Jakd je adekvdtni cena za ticast ve hie?

Cviceni 11 (prodluzovacky). Prodluzovacky s pravdépodobnosti ¢ € (0,1) meéni poradi vodicéi
(fdze < nuldk). Jakd je pravdépodobnost, Ze sériové spojeni k prodluZovacek ménid potadi
vodicu?

Cviceni 12 (informacni kandl). * Bindrni informacni kandl prenese 0 s pravdépodobnosti 0.1
jako 1, 1 s pravdépodobnosti 0.2 jako 0. Spojime jich k do série. Jaké jsou pravdépodobnosti
chyb? Jaky bude vystup pro k — oo ?

6 Markovovy retézce s nekonecné mnoha stavy
Misto nasobeni matic bychom potiebovali nekoneéné sumy.

Klasifikace stavu je slozitéjsi o dalsi moznosti (nulovy stav), nemusi existovat trvaly stav...
Lze setrvat v prechodnych stavech (nekoneéné mnoha).

Piiklad 25 (nekonecnd nahodnd prochézka). [Wasserman 2004, |Zvdra, Stépdn 2002]

e Pokud oba smeéry volime se stejnou pravdépodobnosti, do vychoziho bodu se vrdtime
s pravdépodobnosti 1. S pravdépodobnosti 1 navstivime vijchozi bod (stejné jako vsechny
ostatni!) nekonecénékrdt, presto stredni doba mezi ndvraty je nekoneénd.



e Pokud oba sméry volime se riznou pravdépodobnosti, do vijchoziho bodu se vrdtime s prav-
dépodobnosti < 1. Pak jsou vSechny stavy prechodné.

Piiklad 26 (nekonecnd ndhodnd prochdzka ve vice dimenzich). [Fnc. Math.l] Pri nekoneéné
ndhodné prochdzce se vidy vydame do nékterého ze sousednich bodi, a to se stejnou pravdépo-
dobnosti.

e V1 dimenzi se do vijchoziho bodu vrdtime s pravdépodobnosti 1.
e Ve 2 dimenzich (volime ze 4-okoli) se do vichoziho bodu vrdtime s pravdépodobnosti 1.

o Ve 3 dimenzich (volime ze 6-okoli) se do vijchoziho bodu vrdtime s pravdépodobnosti priblizn
1.

7 Priklady aplikaci

e Hromadnéa obsluha a fronty

Klasifikace, rozpoznavani (od tridéni chmelu po rozpozndvdni obliceji)

Pohyb nosi¢tu naboje v polovodi¢ich, rekombinace

Chemické a jaderné reakce (fetézova reakce)
e Vyvoj populaci

Piiklad 27. Ve stabilni populaci budou mit nakonec vsichni stejnd prijment.

Piiklad 28. S jakou pravdépodobnosti vymieme.

8 Co zde nebylo

8.1 Priklad pouziti: Lusténi Sifer

Doporucend literatura: [Diaconis 2009].

Pro pfifazeni pismen nezndmym znakum staci frekvence vyskytu dvojic po sobé jdoucich znaki.
Model: Markovuv fetézec, ktery méa stejnou matici pifechodu jako jazyk zpravy.

(Ignorujeme delsi sekvence nez 2 i vjznam slov a textu.)

Kritérium: Maximéalni vérohodnost.

(Vliv poédteéniho rozdéleni stavi ignorujeme.)

Metoda optimalizace (parametricky prostor je obrovsky!): Metropolisuv algoritmus.

Pocéatecni prifazeni znaku zvolime libovolné, pak ndhodné vymeénujeme dvojice znaku, piicemz
preferujeme ty vymeény, které zvysuji vérohodnost.

K vymeéné nemusi dojit, tim se piislusny Markovuv Fetézec (dplné jinyg nez v modelu, zde stavy
jsou zobrazeni znakiu) stéava ergodicky a konverguje ke staciondrnimu rozdéleni, které m4
vysokou vérohodnost.



8.2 Kdy se vratime do stejného stavu?
Doporucend literatura: [Hsu 1996].

Piiklad 29. Alice a Bob hdzeji minci. Alice vyhrdvd, pokud padne 2x za sebou lic, Bob, pokud
padne lic a hned po ném rub. V ostatnich pripadech hra pokracuje. Jsou jejich Sance na vijhru
stejné? Budou ve velmi dlouhém Tetézci obé sekvence priblizné stejné casté?

8.3 Nehomogenni Markovovy retézce

Asymptotické chovani je slozitéjsi.

8.4 Markovovy procesy

Doporuéend literatura: [Apl. mat. 1978, [Hsu 1996, [Papoulis, Pillai 2002].
Diky spojitému ¢asu dovoluji modelovat napt. Brownuv pohyb, difuzi...

9 Dodatek: Mocniny stochastickych matic radu 2

Obecna stochastickd matice fddu 2 je tvaru

1—a a
P=(10)
kde a,b € (0,1).

A. Pokud a = b =0, je P jednotkové matice a P* = P pro viechna t € N.
B. Nadale predpokladdame, ze a + b > 0. Pak

P=TDT !,

1 0
2=(o %)
mé na diagondle vlastni ¢isla matice P, A=1—a—b € (—1,1),
1 —a
()
mé ve sloupcich odpovidajici pravé vlastni vektory (na velikosti nezdlezi),

-1 _ 1 b a
T = (—1 1)

ma v Ffadcich odpovidajici levé vlastni vektory.
Mocniny diagonalni matice lze pocitat po slozkach,

. (10
=0 ¥)

kde



pro vSechna ¢t € N. Protoze

PP=TDT'TDT '=TD?T7!,
P =TDT ' .. TDT '=TD'T !,

tx

lze mocniny matice P vyjadfit ve tvaru

1 —a
1 b 0 )\t a—l—b
1 1 —aX

_a+b 1 b

1 (b+aX a—a)\t B b a Ly (e e

T a4+ b—bA a+b) _a—|—b b a b b ’

kde A=1—a—b.
Specialni pripady:

Pt

ea+b=1 = AX=0,

nezavisi na t.

ea=b=1 = A=-1,

e Pro |\l < 1,tj. a+b¢{0,2}, je

1 b a
. t
tli{rolop T a4b (b a)'

Podobné lze pocitat i mocniny matic vyssich radu.
Pouzivaji se v kapitole

Literatura

[Apl. mat. 1978] kol.: Aplikovand matematika. Oborové encyklopedie SNTL, Praha, 1978.



[Diaconis 2009] Diaconis, P.: The Markov Chain Monte Carlo Revolution. Bull. Amer. Math.
Soc. 46 (2009), no. 2, 179-205.

[Enc. Math.] Hazewinkel, M.: Encyclopaedia of Mathematics. Kluwer Academic Publishers,
1995.

[Hsu 1996] Hsu, H.P.: Probability, Random Variables, and Random Processes. McGraw-Hill,
1996.

[MN: PMS] Navara, M.: Pravdépodobnost a matematickd statistika. CVUT, Praha, 2007.

[Papoulis, Pillai 2002] Papoulis, A., Pillai, S.U.: Probability, Random Variables, and Stochastic
Processes. McGraw-Hill, Boston, 2002.

[Wasserman 2004] Wasserman, L.: All of Statistics: A Concise Course in Statistical Inference.
Springer Texts in Statistics, 2nd ed., 2004.

[Zvara, Stépén 2002] Zvara, K., Stepan, J.: Pravdépodobnost a matematickd statistika.
2. vydéani, Matfyzpress, MFF UK, Praha, 2002.



