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Ćıl: Popsat podstatné závislosti mnoha náhodných veličin pomoćı menš́ıho počtu společných faktor̊u.
(Co nejjednodušš́ı popis s malou ztrátou informace.)
X = (X1, . . . , Xp)> = náhodný vektor tvořený p normovanými náhodnými veličinami, EXi = 0, DXi = 1,

ΣX = E(X X>) = kovariančńı matice.
Lineárńı závislosti (=korelace) složek náhodného vektoru X chceme vysvětlit jako d̊usledek následuj́ıćıch
náhodných veličin:
F1, . . . , Fm, m < p, ... společné faktory, které vysvětluj́ı korelace
R1, . . . , Rp ... specifické faktory (=chybové faktory=reziduálńı složky), které vysvětluj́ı zbytkový rozptyl
Model:

X1 = w11 F1 + w12 F2 + . . . + w1m Fm + R1 ,

X2 = w21 F1 + w22 F2 + . . . + w2m Fm + R2 ,

. . .

Xp = wp1 F1 + wp2 F2 + . . . + wpm Fm + Rp ,

kde Fj jsou normované, EFj = 0, DFj = 1, a nekorelované, E(Fj Fk) = 0,
Ri jsou centrované, ERi = 0, a nezávislé navzájem i na všech Fj , E(Ej Ek) = E(Ej Fk) = 0.
Maticový zápis pomoćı F = (F1, . . . , Fm)>, R = (R1, . . . , Rp)> a matice W ∈ Rp×m:

X = W F + R ,

kde ER = Op = (0, . . . , 0) ∈ Rp,

ΣR = E(RR>) je diagonálńı kovariančńı matice,
EF = Om = (0, . . . , 0) ∈ Rm,
ΣF = E(F F>) = Im ∈ Rm×m je jednotková matice,
E(F R>) = Om,p ∈ Rm×p je nulová matice.
Vztah mezi kovariančńımi maticemi:

ΣX = E(XX>) = E((W F + R) (W F + R)
>

) = E((W F F>W> + W F R> + RF>W> + RR>) =

= E(W F F>W>) + E(W F R>) + E(RF>W>) + E(RR>) =

= W E(F F>)︸ ︷︷ ︸
Im

W> + W E(F R>)︸ ︷︷ ︸
Om,p

+ E(RF>)︸ ︷︷ ︸
Op,m

W> + E(RR>)︸ ︷︷ ︸
ΣR

=

= W W> + ΣR .

Prvńı sč́ıtanec vysvětluj́ı společné faktory; má být co největš́ı.
Druhý sč́ıtanec vysvětluj́ı specifické faktory; má být co nejmenš́ı.
Kovariančńı matici ΣX tvoř́ı prvky na diagonále,

(ΣX)ii = DXi =

m∑
j=1

w2
ij + DRi ,
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a prvky mimo diagonálu (i 6= k),

(ΣX)ik = Cov(Xi, Xk) =

m∑
j=1

wij wkj .

W W> = ΣX − ΣR

je redukovaná kovariančńı matice. Jej́ı i-tý prvek na diagonále,(
W W>

)
ii

=

m∑
j=1

w2
ij = DXi −DRi ,

se nazývá komunalita proměnné Xi; představuje část rozptylu DXi, vysvětlenou společnými faktory; zbytek,
DRi, je specifický rozptyl.
Význam koeficient̊u wij :

wij = Cov(Xi, Fj)

Důkaz:
A. Po složkách:

Cov(Xi, Fj) = E(Xi Fj) = E((wi1 F1 + wi2 F2 + . . . + wim Fm + Ri)Fj) =

= E(wi1 F1 Fj) + E(wi2 F2 Fj) + . . . + E(wim Fm Fj) + E(Ri Fj) =

= wi1 E(F1 Fj) + wi2 E(F2 Fj) + . . . + wim E(Fm Fj) + E(Ri Fj) =

= wij .

B. Maticový:

E(X F>) = E((W F + R)F>) = E(W F F> + RF>) =

= W E(F F>)︸ ︷︷ ︸
Im

+ E(RF>)︸ ︷︷ ︸
Op,m

= W

Úloha: K dané (symetrické pozitivně definitńı) kovariančńı matici ΣX hledáme diagonálńı matici ΣR (s nezápornými
prvky DRi na diagonále) takovou, aby rozd́ıl ΣX −ΣR byl tvaru W W>, kde matice W je typu p×m (takže
W W> má hodnost nejvýše m).
Řešitelnost: Pomoćı
pm koeficient̊u matice W a
p koeficient̊u diagonálńı matice ΣR

chceme vysvětlit
p (p−1)

2 korelaćı (resp. koeficient̊u symetrické matice ΣX).
Pro m = p řešeńı existuje a lze volit ΣR = 0p,p.
Nás ale zaj́ımá př́ıpad m� p; pro řešitelnost známe podmı́nky

• nutné

• nebo postačuj́ıćı,

• nikoli však nutné a postačuj́ıćı (otevřený problém).

Jednoznačnost: Pro m > 1 neńı řešeńı jednoznačné.
Je určen jen lineárńı podprostor (prostoru N všech náhodných veličin, které maj́ı nulovou středńı hodnotu a
konečný rozptyl), který je lineárńım obalem vektor̊u F1, . . . , Fm.
Za společné faktory můžeme volit i jakoukoli jinou jeho bázi (kterou dostaneme rotaćı faktor̊u).
Proto interpretace faktor̊u je problematická.
Jednoznačnost může obvykle zajistit kanonický tvar faktorového modelu: Faktory vyčerpávaj́ı postupně
maximum celkového rozptylu (prvńı faktor nejv́ıc atd.).
Problémy:

• Numerické řešeńı (např. metoda maximálńı věrohodnosti za předpokladu normálńıho rozděleńı náhodných
veličin).

• Počet faktor̊u (existuj́ı testy posuzuj́ıćı vhodnou složitost modelu podle jeho přesnosti).

• Interpretace faktor̊u (př́ıpadně jejich rotace na lépe interpretovatelné veličiny).
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