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1 Opakovani: pravdépodobnost

Vysvétlete terminy:
1.1 ndhodny jev (elementirni jev, prostor elementarnich jevi)
Priklad: Hazeni kostkou.

1.2 pravdépodobnost

(funkce definovand na podmnozindch prostoru elementdrnich jevi)

1.3 *pravdépodobnostni prostor: (2, 4,p)

1.4 nezavislost nahodnych jeva

Priklad: Hazeni kostkou: jev “padne liché ¢islo” vs. jev “padne ¢islo vétsi nez 3”. Jsou tyto jevy
nezavislé?

Nechat studenty nejprve hddat, zda jevy A a B jsou nezdvislé. Pokud to nikdo jasné nevysvétls,
nechat je pokusit se definovat nezdvislost. V pripadé neznalosti vyvracet ocividné nepravdivé definice
(vedouci k nesmysingm zdvérum) a snazit se, aby se se sami dobrali k tomu, co nezdvislost znamend:
ze znalost nastdalého jevu A neovliviiuje pravdépodobnost jevu B.

Tlustrace (obecné k nezdvislosti):

A=B A'=B' A A A A
Q Q Q
Bl
Bl
B
B
identické jevy (“100%” z&vislé) (“Castecne”) zdvislé nezdvislé

Lze doufat, Ze dojdou bud k tomu, Ze pravdépodobnost, Ze nastame jev A i B soucasné, je ddna v
geometrickém pojeti pravdépodobnosti jako urdéitd pomérnd édst plochy (prostoru elementdrnich jevi)
odpovidajici jevu A - pomérnd v takevém poméru, jaky odpovidd pravdépodobnosti jevu B v rdmci
celého prostoru. To primo znamend, Ze p(ANB) = p(A)p(B). Intepretovat to lze tak, Ze rozhodovat
o tom, zda nastane jev A resp. B je mozno tak, Ze hodime dvéma mincemi s pravdépodobnostmi, Ze
padne panna p(A) resp. p(B). Mincemi hodime nezdvisle na sobé. Pravdépodobnost, Ze nastane A
i B je ddna prosté vyndsobenim pravdépodobnosti p(A) a p(B).

Alternativné je mozné, Ze dojdou k tomu, Ze nezdvislost znamend, Ze pravdépodobnost, Ze nas-
tane jev B meni ovliviiena tim, zda zdrover nastane jev A, tedy Ze p(B) = p(B|A) = p(B|A). Z
tohoto pres definici podminéné pravdépodobnosti dostaneme “klasickou” definici nezdvislosti.

BN A)

p(B) = p(B14) = "EEE (aa poduiy p(8) > 0) )

a po vynasobeni p(A) dostdvame:

p(B)p(A) = p(BN A) (2)

1.5 podminéna pravdépodobnost

Ukdzat pres geometrickou predstavu 2 mnozin A a B s neprdazdnym prunikem.



o) = p(5)4) = LOL

T (za podminky p(B) > 0) (3)

Priklad: Tenista mé prvni podéni tspésné s pravdépodobnosti 0,6; druhé s pravdépodobnosti
0,8. S jakou pravdépodobnosti se dopusti dvojchyby?

Resend: jev Nj - chyba v prvnim podani, jev Ny - chyba ve druhém podani. p(N;) = 0,4,
p(N2|N1) = 0,2 (pozor, toto neni p(Na)!). P(N1 N Nz) = p(N2|N1)p(Ny) =0,4-0,2=0,08.

1.6 uplna pravdépodobnost

aneb celkova pravdépodobnost jevu A se da “spocitat po kouskach a poscitat”

P(A) =) P(ANB;) =Y P(A|B;)P(B;)

Priklad: Spoctéte prumérné zastoupeni studentek ve skole, kterd mé 2 poslucharny a 2 Satny a
v kazdé mistnosti je jiné zastoupeni divek. (Pfedpokldddme, Ze nelze prumérné zastoupeni studentek
nelze zjistit pfimo, napt. anketou.)

Resend: Jev D - nahodné vybrany(4) student(ka) je divka. Jev M; - student(ka) se nachézi v
mistnosti 4.

4 4

p(D) =Y p(DNM;) = p(D|M;)p(M;) (4)

i=1 i=1

1.7 Bayesuv vzorec

P(B|A)P(A)
P(B)

aneb vypocet posteriornich podminénych pravdépodobnosti z apriornich podminénych pravdépodobnosti.
Oznacuje-li napf. P(B|A) podminénou pravdépodobnost urc¢itého vysledku klinického testu
(jev B) u zdravého ¢lovéka (podminka A), pak Bayesuv vzorec ddvé na zdkladé vysledku testu (a
apriornich pravdépodobnosti) podminénou pravdépodobnost P(A|B) toho, Ze testovand osoba je
zdrava ¢i nemocna.

P(A|B) =

Priklad: V obléhaném meésté nepritel kontaminoval jedem 10% vodovodu. Obyvatelé v postizenych
oblastech jsou v 90% otraveni (krom téch, kteff se vody zatim nenapili). Ve zbylych ¢dstech mésta
je otravenych pouze 10% obyvatel (patrné z jinych zdroju, nez z vody). Jednomu obyvateli se z
meésta podaii tajnou chodbou uniknout, avsak zahy umird — byl otrdven. D& se odhadnout, zda
tajna chodba vede do otravené, nebo neotravené ¢asti mésta? Jak se tato pravdépodobnost zméni,
vyjde-li z chodby dalsi otraveny?

Reseni:

Jev, ze chodba vede do jedem otravené ¢asti mésta, oznacime jako J a jev, ze ¢lovék prichazejici
chodbou je otraveny a zemfe, jako M.

Za apriorni (pfedem oc¢ekdvanou) pravdépodobnost toho, Ze chodba vede do otrdvené ¢ésti
meésta, musime (bez znalosti dodateénych informaci) vzit pomér plochy otravenych ¢asti mésta vuci
celému méstu, tj. 10%, tedy p(J) = 0,1. Dale vime, ze p(M|J) = 0,9, p(M|J) = 0,1. Poté,
co chodbou pfijde otraveny clovék, se pravdépodobnost, ze chodba vede do otrdvené ¢asti meésta,
zméni na p(J|M):

Bages PMIDPCT) _ p(MIT)p(J) __ 0901 1
B p(M)  p(M|))p(J) +p(M|J)p(J)  0,9-0,1+0,1-0,9 2

uplnd pravdépodobnost

p(J|M)




Pravdépodobnopst se zvysila z apriorni pravdépodobnosti 0, 1 na posteriorni pravdépodobnosti
0,5. Nyni vSak nemame vubec jasno, zda chodba vede do otrdvené ¢i neotravené ¢dsti mésta.

Pokud z chodby vystoupi dalsi ¢lovék a také zemie, zméni se pravdépodobnost, ze chodba vede
do otravené ¢asti meésta, dale na:

p(Ms|J, My)p(J| M) _
p(Ma|J, My)p(J|My) 4 p(Ma|J, My)p(J| M)

Za predpokladu, ze pravdépodobnost vyskytu otrdveného ¢lovéka v otrdvené oblasti (resp.
mimo otrdvenou oblast) se po piichodu prvniho otrdveného nezméni (tj. pokud je ve meésté
hodné obyvatel a odchodem jednoho otraveného se pravdépodobnosti znatelné nezméni), plati
p(Mz|J, My) = p(Ma|J) a p(Ma|J, My) = p(Ma|J) a tedy

p(J| Mz, My) =

(6)

p(Mz|J)p(J| M) B 0,9-0,5

JM,M = — = = e
PN M) = eI M) + pOT | p(J1A) — 0,9-0,5 0,1-0,5

0,9 (7)

Pro srovnani: v piipadé, ze by chodbou pfisli (a vzapéti zemfeli) dva lidé nezdvisle na sobé,
muzeme polozit

p(Mi 12| J) = p(M|J) - p(M|J) = p(M|J)? (8)
a
p(Mi o] J) = p(M|.J) - p(M|J) = p(M|J])? 9)
a proto
_ p(Miy2|J)p(J)
PN ) = TP + p(Mh 2 Tp(7) (a0
_ p(M‘J)Qp(J) _ _ (11)
p(M|J)2p(J) + p(M|J)?p(J)
0,9%-0,1
T 0,92-0,1+0,12-0,9 (12)
0,92
T 0,92+0,1-0,9 (13)
0,9
T 0,9+0,1 (14)
=0,9 (15)

1.8 nahodna veli¢éina

(funkce definovand na prostoru elementdrnich jevu)
* mefitelnd funkce X : Q — R spliujicf X (1) = {w € Q : X(w)} € I pro kazdy interval I, tj.
obrazem intervalu je mnozina ze o-algebry A (systému podmnozin prostoru elementdrnich jevia €2)

1.9 realizace ndhodné veliciny
ilustrace: 8 svéty (redlny, zjednoduieny redlny (modelovy), “statisticky”)

Priklad: Hmotnost studentu urcitého kurzu — v modelovém a “statistickém” svété graficky
vyznacte jednu konkrétni realizaci ndhodné veliciny “hmotnost® a samotnou nahodnou veli¢inu
“hmotnost”.

Nechat studenty vyznacit na redlné ose jedno pozorovani - hmotnost a pak to samé chtit pro
ndhodnou velicinu, aby byli konfrontovdni s tim, Ze vlastné néjakou hodnotu nakreslit nelze, protoZe
ndhodnd velic¢ina je ndhodnd. Chovd se ndhodné (paralela s kvantovym svétem a Stérbinovym ex-
perimentem). Jediné, co o ni vime, je jak se chovd “typicky”, “primérné”. Dojit k tomu, Ze nékde
je vetsi pravdépodobnost vyskytu, jinde mensi.



1.10 rozdéleni pravdépodobnosti nahodné veliciny

Priklad: Definujte rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné velic¢iny.
U spojitého rozdéleni p(X = x) = 0, proto pouzivime p(X < x).

1.11 distribuéni funkce Fx(z) ndhodné velic¢iny X

Fx(z) Y (p(X <2),7€R

1.12 hustota pravdépodobnosti fy nadhodné veli¢iny X

V pripadé jakych rozdéleni o ni hovorime?
hustotu pravdépodobnosti definujeme u spojitych rozdélent.
U spojitého rozdéleni Fx (z) = [ fx(t)dt.

Priklad: Urcuje fx(x) = sin(xz) pro 0 < z < 7 hustotu pravdépodobnosti néjaké ndhodné
veliciny?

Reseni: Ne, [ sin(t)dt = [—cos(t)]§ = 1 — (=1) = 2, tedy hustota se neintegruje do 1 a
nejedna se o hustotu.

Priklad: Urcuje fx(z) =2—xzpro0 <z <2+ v/2 hustotu pravdépodobnosti néjaké nahodné
veli¢iny?

Reseni: Ne, 02+\/§ fx(z)dr =1, ale fx(2+ v/2) < 0.

Vlastnosti distribuc¢ni funkce:
o limy_ oo =0 protoze “p(X < —o0)=0"

o limy,—._oo =1 protoze “p(X <o0)=1"

1.13 kvantilova funkce Fy'

Pro spojité ryze rostouct inverzni funkce k Fx .

Priklad: Je ddno p(X < x) =z pro0 < X < 1. Odvodte a naétrtnéte distribuén{ funkci F,,
hustotu f, a kvantilovou funkei Fy'.

Reseni: Distribuéni funkce Fx () je pravé p(X < x) = z. Hustota fx () je derivaci Fx(x),
tedy fx(z) = 1. Kvantilova funkce je inverzi k distribuéni funkei, tedy Fy'(u) = u (ma smysl
samoziejmé jen pro 0 < u < 1).

Priklad: Je ddno f.(xr) = 3z pro 0 < X < 1. Odvodte a naétrtnéte distribuéni funkei F,
p(X < ) a kvantilovou funkei Fi'.

Reseni: Nelze fesit: f, nenf hustota, neintegruje se do 1.

Priklad: pt. Je déno f(z) =2z pro0 < X < 1. Odvodte a nactrtnéte distribuéni funkei F,
p(X < ) a kvantilovou funkci Fy'.

Resend: Distribucni funkce je integral hustoty, tedy Fx(z) = z2. p(X < 2) = Fx(z) z
definice. Kvantilova funkce Fi' je inverzi k Fx, tedy Fy'(u) = /u (mé smysl samozfejmé jen pro
0<u<l).

Priklad: (Pouzit{ tabulek kvantilt a kritickych hodnot:) Hmotnost vyrdbéné pilulky lze popsat
normalnim rozdélenim se stfedni hodnotou 120mg a rozptylem lmg?. Vystupni kontrola testuje,
zda tomu tak skute¢né je. Rozumné velky ndhodny vzorek pilulek byl zvazen a setiidén podle
narustajici hmotnosti.

1. V jakém rozmez{ lze ¢ekat hmotnost 10% nejlehcich pilulek?



>
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V jakém rozmezi lze ¢ekat hmotnost 1% nejlehéich pilulek?

V jakém rozmezi lze ¢ekat hmotnost 0, 1% nejlehéich pilulek?

Jaka je pravdépodobnost, ze nalezneme pilulku o hmotnosti 120mg?
Jaka je pravdépodobnost, ze nalezneme pilulku tézsi nez 120mg?

Jakd je pravdépodobnost, ze nalezneme pilulku téz31 nez 123mg?

Jaka je pravdépodobnost, ze nalezneme pilulku o hmotnosti nizsi nez 117,5mg?

Reseni: Uvazujme symetrii ®(x).

1.

rozmez{ hmotnosti 10% nejlehéich pilulek: (maz (0,120 + ®~1(0%)); 120 + &~ 1(10%)) =
(0:120 + (—®~1(90%))) = (0;120 + (—1,282)) = (0; 118, 718)

. rozmez{ hmotnosti 10% nejtézsich pilulek: (120 +®~1(90%); 120 + ®~1(100%)) = (1, 282; )

rozmez{ hmotnosti 1% nejlehéich pilulek: (max(0,®~1(0%)); 120 + ®~1(1%)) = (0;120 +
(—®71(99%))) = (0;120 + (—2,326)) = (0;117,674)

. rozmez{ hmotnosti 1% nejtézsich pilulek: (120 + ®~1(99%); 120 + ®~1(100%)) = (2, 326; 0)
. rozmez{ hmotnosti 0,1% nejlehéich pilulek: (maz (0,120 + ®~1(0%)); 120 + ®~1(0,1%)) =

(0:120 + (—®~1(99,9%))) = (0;120 + (—3,009)) = (0; 116,991)
rozmez{ hmotnosti 0, 1% nejtézsich pilulek: (120+®71(99,9%); 120+®~1(100%)) = (3,009; o)

Pravdépodobnost nédlezu pilulky o hmotnosti 120mg: Pokud provadime vazeni naprosto presné,

pak tato pravdépodobnost je 0, protoze u spojité ndhodné veli¢iny nabyvajici nenulové pravdépodobnosti
na nedegenerovaném intervalu plati, ze pravdépodobnost jedné konkrétni realizace je nulova.
Srovnej s hustotou pravdépodobnosti - ta nulovd nent, ale aby se dal interpretovat jako
pravdépodobnost, musi se zintegrovat na alespori malém intervalu v okoli bodu, ktery nds
zajimd.

Pokud véazime pouze s urcitou upfesnosti, naptiklad s pfesnosti na desetiny gramu, bude
naméfenf hmotnosti 120mg vlastné znamenat, ze hmotnost pilulky je v rozsahu < 119, 95; 120,49 >=<
120 — 0,1/2;120 + 0,1/2 >. Definujeme-li ndhodnou veli¢cinu Y = X — 120myg (takze EY =

0mg), bude pravdépodobnost p nélezu pilulky o skuteéné hmotnosti X a naméfené hmotnosti

120mg

P(119,95 < X < 120,05)

P(120 — 0,05 < X < 120 + 0, 05)
P(-0,05 <Y < 0,05)

P(Y <0,05) — p(Y < —0,05)

p

a protoze p(Y = y) = 0, bude

p=P(Y <0,05) — P(Y < —0,05)
= ®(0,05) — ®(—0, 05)

Nyni vyuzijeme symetrie normovaného normalniho rozdéleni kolem 0, tedy toho, ze



O(z) =1—-P(—x),
a tak

p = $(0,05) — (1 — (0,05))
= 29(0,05) — 1.
Hodnotu ®(0,05) v tabulkdch nemédme, a tak odhadneme kyZzenou pravdépodobnost konzer-
vativné radéji vétsil, nez skuteénou pomoci ®(0,06):
p =~ 29(0,06) — 1
~2-0,5239 — 1 =0,0476.
Pti nepfesném meéfeni je tedy pravdépodobnost nédlezu urcité konkrétni realizace ndhodné
veli¢iny nenulova, v nasem piipadé méfeni s pfesnosti na 0, 1mg je pravdépodobnost nalezu
pilulky o hmotnosti 120mg necelych 5%. Zamyslete se, jak by se tato pravdépdobnost zménila,

kdybychom meérili s vétsi presnosti? A jak by se zménila, kdyby hmotnost pilulek neméla
jednotkovy rozptyl, ale vétsi (napr. 10mg?)?

1.14 charakteristiky rozdéleni (stfedni hodnota, rozptyl, smérodatna od-
chylka)

Stfedn{ hodnota popisuje typickou? hodnotu ndhodné veli¢iny. Pocit4 se jako vaZeny priimér viech
moznych relizaci ndhodné veli¢iny. Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X to je:

o0
EX :/ xfx(x)dx (16)
za predpokladu, ze
[ telrx(ends <0 (17)

Pro diskrétni ndhodnou veli¢cinu X neprumeérujeme pies vSechna realnd ¢isla, ale jen pires jed-
notlivé diskrétni realizace:

EX =Y ap(X =) (18)
i
Pozn.: pomoci distribuéni funkce muzeme definici sjednotit na:
EX = / 2dFy (z)dz (19)

Vlastnosti stfedni hodnoty:

E(a+bX) =a+bEX (20)
E(X+Y)=EX +EY (21)
E(XY)=EXEY, pokud jsou X, Y nezdvislé (22)
(23)

(a,b nendhodné konstanty, X,Y nezdvislé ndhodné veliciny)

Piiklad: Uvedené vztahy odvodte.

Pro charakterizaci kolisani ndhodné veliciny kolem stfedni hodnoty se pouziva rozptyl varX
definovany jako:

Ipoznamenejme, ze skuteénd pravdépodobnost je pfiblizné rovna 0,0399
2anglicky expected, odtud znaceni EX



var(X) = E(X — EX)? (24)

Pozn.: Pro¢ se pouzivd cétverec a ne primo E(X — EX)? Protoze E(X — EX) = E(X) —
E(EX))=FEX-EX=0)

Lze jednoduse ukdzat, ze E(X — a)? je minimalizovdn pri volbé a = EX. V tomto smyslu je
tedy stredni hodnota opravdu “stredem” ndhodné veliciny.

Vlastnosti rozptylu:

var(a 4 bX) = b*varX 25

varX = (EX?) — (EX)?

—~
[\
D
—_ D

(a, b nendhodné konstanty, X ndhodng veli¢ina)

Priklad: Dokazte uvedena tvrzeni.

1.15 charakteristiky realizace nahodné velic¢iny
e (vybérovy) prumér (Z, Z,)
e (vybérovy) medidn (Z, Z,)
e (vybérovy) modus
vybérova) smérodatnd odchylka

(
(
(
o (vybérovy) rozptyl (S?)
(
(
(

)
vybérové) kvantily
e (vybérové) inter-kvartilové rozpéti (IQR)
Ukdzat na prikladech.

Priklad: pr. hmotnost studenttu — v modelovém svété graficky vyznacte vybér (nékolik realizact
ndhodné veli¢iny “hmotnost“) a sumarizujte

L > (i - 2)? (28)

n—1

je nevychyleny odhad. Ukézeme to pomoci tvrzeni:

=Y (@2 +2) (e — D@ —p)+ > (@ —p)’

= (@i — 22+ 2@ )Y (i = 3) @ — o)
i=1 =1 -0

=) (zi—2)° +n(@—p)’



a tedy

7 ¢ehoz

1

= (no® —n-var(z))
1 9 o?

- n—1 (no B n;)

= (- 10?)

i=1

1.16 centralni limitni véta a vyznam normalnih

Ukdzat na simulacich.

1.17 Cebysevova nerovnost

varX
2

p(| X — EX[>¢) <

€

Ditkaz pro diskrétni rozdéleni:
varX = B(X — EX)?
=Y (Xi - EX)%p
> Y (Xi—EX)’p

| X; —EX|>e

> Y én

| X;—EX|>e
= Z b
i X, —EX|>¢
= ezp(|Xi —EX|>¢)

a tedy

X
p(IX —EX|>e) < 22

10

o rozdéleni.

(36)



Priklad: Demonstrovat silu CebySevovy nerovnosti ve srovnani s tim, co o sobé #ikd normalni
rozdéleni. X ~ N(0,1).

1. Jakd je p(X > 0)?
2. Jaka je p(X > 1)?
3. Jakd je p(X > 2)?
( )

4. Jaka je p(X > 3)?

Reseni:

1. p(X > 0): Z Cebysevovy nerovnosti dostavame

varX 1
X—-FEX|>0)< == 4
pIX - BX| 2 0) < “T5 = (46)
a z distribuéni funkce
p(|X —EX|>0)=2p(X —EX >0)=2(1—-®(0)) =2(1—-0,5) =1. (47)

(Tedy Cebysevova nerovnost vliastné neprindsi zdidnou novou informaci: ik, ze pravdépodobnost
je konecnd, coz jsme veédeéli uz difve (védeéli jsme dokonce vice - ze pravdépodobnost je nanejvys

1).)
2. p(X > 1):

varX 1
—=-=1 (48)

p(|X —EX[>1) < .

a z distribuéni funkce

p(|[X —EX|>1)=2p(X — EX > 1) =2(1 — ®(1)) = 2(1 — 0,84134) = 0,31731.  (49)

3. p(X > 2):

p(| X —EX|>2) < 2120,25 (50)

a z distribué¢ni funkce

p(|[X —EX|>2)=2p(X — EX >2) =2(1 — ®(2)) = 2(1 — 0,97725) = 0,04550.  (51)

4. p(X > 3):

1
p(|IX —EX|>3) < =5 =0.111... (52)

a z distribuéni funkce

p(|X — EX|>3) =2p(X — EX >3) =2(1 — ®(3))) = 1 — 0,99865 = 0,00270.  (53)

Na co tedy Cebysevova nerovnost je, kdyz distribuénd funkce ndm dodd mnohem vice informaci?
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2 Odhady parametri.

2.1 odhad, druhy odhad, vychyleni a rozptyl odhadu, konzistentni odhad

Priklad: Sttelba na terc:
e vychylend s velkym rozptylem,
e vychylend s malym rozptylem,
e nevychylend s velkym rozptylem,
e nevychylena s malym rozptylem.
2.2 rozklad stredni kvadratické chyby odhadu na systematickou chybu
(vychyleni) a rozptyl

0 - skutecnd (nezndmd) hodnota parametru, T; - odhady parametri, ET - stfedni hodnota odhadu

E(T —6)?=E(T — ET + ET —0)? (54)
= E[(T — ET)* +2(T — ET)(ET — 0) + (ET — 6)?] (55)

= E(T — ET)> +2E(T — ET) (ET — ) +E (ET — 0)? (56)

konstanta konstanta
= E(T — ET)> + 2(ET — ) E(T — ET) +(ET — 6)* (57)
=0
= var(T) + (ET — 0)? (58)
(59)

tedy stfedni kvadratickd chyba je souc¢tem rozptylu odhadu a ¢tverce vychyleni.
2.3 metoda momenti

Priklad: Pri vykopavkach bylo odhaleno nékolik kosti dinosaura. Archeologové maji predstavu o
proporcich dinosaura a chtéji na zédkladé nélezu restaurovat jeho celkovou velikost.

Reseni: Vzit jednu nebo vice kost{ (funkci realizaci ndhodnych velicin) a déat je do souvislosti
s teoretickym modelem dinosaura (teoretickymi protéjsky odpovidajicich ndhodnych veli¢in).

Je lepsi vzit mdlo, nebo vice kosti? (Vice - proto se vyjbér charakterizuje momenty, které stavéji
nad hodnotami vSech pozorovdni, a ne treba nad kvantily (které zohledriuji uspordddni, ale ne primo
hodnoty vsech jednotlivych realizact).)

Priklad: Odhad parametri N (p, 0?).

2.4 metoda maximalni vérohodnosti

Vérohodnostn{ funkce (jako funkce dat resp. parametri).

Priklad: Kutéaci a nedopalek I. Potkdme dva zndmé, o nichz vime, Ze jeden z nich je kufdk a
druhy nekurdk. Mezi nimi lezi nedopalek. Co je pravdépodobnéjsi - ze nedopalek odhodil kufdk,
nebo ze se na zemi ocitl vinou nekufaka?

Vérohodnostni funkce L(x|p) = L(nedopalek|osoba (ne)kouri) jako funkce dat za dangjch parametri.

Priklad: Kuraci a nedopalek II. Potkdme dva zndmé, o nichz nevime, zda kouii, nebo nekouii.
Pod jednim z nich lezi nedopalek. Co si pomyslime o tom, ktery asi koufi - ten, pod ktery lezi
nedopalek, nebo ten druhy?

Vérohodnostni funkce jako funkce nezndmsjch parametri za dangch dat: L(p|x) = L(osoba (ne)kourinedopalek).
Funkci vyhodnotime dvakrdt pro riuznou hodnotu parametru a zjistime, kterd varianta je vérohodnéjsi.
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2.5 priklady na obé metody
Priklad: 7 jediné realizace x1 nadhodné veli¢iny X o niz vite, ze pochédzi z normdlniho rozdéleni
N(p, 1), odhadnéte parametr g momentovou metodou a metodou maximaln{ vérohodnosti.

1. Budou odhady nestranné?

2. Jaké budou mit rozptyly?

3. Budou konzistentni?

Kolik a jakijch momentu pouZijete?

Reseni

1. Momentovou metodou: Staé¢i jediny moment: EX = pu odhadneme pomoci z1: i = mx =
%21‘1:1 Z; = T1. L = 71 je nestranny odhad, protoze Exy = p.
Metodou maximéalni vérohodnosti: vérohodnostni funkce je
1 _m-n

L($1|H>U2) = [x(z1|p, 02) = \/2726 202
o

potom logaritmicka vérohodnostni funkce je

2) _ (371 _:U’)

-1 1
(21 |p, 0?) = 71n(27r) - iln(a 572

a hodnotu parametru p nalezneme, polozime-li parcidlni derivaci podle p rovnu 0:

Ol |p,0%) 21 —p)(=1) _ (21— p)

ou 202 o2
(21 : Mo
o
p=x

2. Rozptyl odhadu: varfi = varz; = o2.

3. Budou odhady konzistentni? Nelze pfimo urcit, protoze ke konzistenci bychom potiebovali
vysledovat chovani odhadu pro zvétsujici se velikosti vybéru, ale my mame k dispozici pouze
jediné pozorovani.

Priklad: Ze dvou realizaci x1,x2 nahodné veliciny X o niz vite, ze pochazi z normalniho
rozdéleni N (i, 1), odhadnéte parametr © momentovou metodou a metodou maximalni vérohodnosti.

Resent

1. Momentovou metodou: Opét staci jediny moment: EFX = p odhadneme pomoci prvniho

RS N 2 o , .
vybérového momentu: g = myx = %21:1 T, = %2“"2 [t je nestranny odhad, protoze

zr1+xs _ Exi+FExs _ ptp
ERg= == = =

Metodou maximéalni vérohodnosti: vérohodnostni funkce je

2
1 i
Lxlvng uaUQ = fX Ti|y, O o2
( |p,07) 11;[1 (] 11;[1 i

potom logaritmicka vérohodnostni funkce je

1

(— %ln(QW) - §ln(02) - %)

o8

l(zla ‘T2|:u7 02) =

=1

2
In(2m) — fln Z 202

1\3\3
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a hodnotu parametru p nalezneme, polozime-li parcidlni derivaci podle p rovnu 0:

Ol(x1, 22|p,0%) =20z —p)(=1) o (21— p)
o B Z 202 N ; o2

<.
—

Z?:l Ty
2

2. Rozptyl odhadu: varg = varxl';”"‘ = “amlzmm = "21”2 = %2 Tedy tento odhad bude mit
rozptyl poloviéni ve srovnani s odhadem pofizenym u jediné realizace.

3. Budou odhady konzistentni? Nelze pfimo uréit, protoze ke konzistenci bychom potiebovali
vysledovat chovani odhadu pro zvétsujici se velikosti vybéru, ale my mame k dispozici pouze
jediné pozorovani.

TODO

Priklad: (Pokracovan{ pfechoziho piikladu.) Co kdybyste pro odhad parametr pouzili pouze
posledni realizaci x5?

e Jak se zméni odhady?

Budou lepsi, nez minulé odhady?

Budou nestranné?

e Jaké budou mit rozptyly?

Budou konzistentni?

Priklad: (Pokracovéani prechoziho piikladu.) Co kdybyste pro odhad parametru pouzili vétsi z
realizaci, tj. max(x1,x2)? Jak se zmén{ odhady?

Priklad: 7 jediné realizace x1 nahodné veli¢iny X o niz vite, ze pochézi z normélniho rozdéleni
N(p,0?), odhadnéte parametry u a o2 momentovou metodou a metodou maximalni vérohodnosti.

02 = 0. Sowvislost s wviznutim E-M algoritmu v lokdlnim minimu odpovidajicim singuldrnim
varianénim maticim.

Priklad: Odhad parametri N(u,o?) z vice realizaci.
2.6 intervalové odhady

Priklad: Odhadnéte co nejpresnéji glykémii (koncentraci glukdzy v krvi [mmol /1)) u urcité skupiny
pacientu s tézkou cukrovkou. Vime, ze u zdravych lidi jsou hodnoty glykemie typicky v rozmezi
cca 3 — 6mmol/l, ale u pacientu lze o¢ekdvat mnohem vyss{ hodnoty. Méfit nanestést{ nemuzeme
dostateéné presné, chybu méreni odhadujeme pomoci smérodatné odchylky na s = 4mmol/l. Navic
prozatim méme k dispozici pouze jediné méfeni: x, = 11, 3mmol/I.

)

1. Vhodnym zpusobem graficky zndzornéte rozlozeni pravdépodobnosti ndhodné veli¢iny “glykemie’
- nactrtnéte hustotu.

2. Naznacte oblast A, pro kterou P(X € A) = 95%. Je oblast symetrickd? Lze najit jinou
takovou oblast? Interpretujte danou oblast. Ovéite, ze jste oblast nasli spravné pomoci
numerické simulace.

3. Zkonstruujte 95% interval spolehlivosti pro stfedn{ hodnotu glykemie. Interpretujte dany
interval. Pfesnost je mald — jak to zlepsit?

14



Reseni: Oblast A je definovéna jako interval < qq, g >, kde ®(q,) — ®(q;) = 0,95.

Oblasti mohou byt rtzné, typicky symetrické (pro oboustrannou alternativu, tj. kdyz chyby na
obou strandch jsou stejné dulezité ¢i ocekdvatelné).

Interpretace oblasti A: pii opakovanych ndhodnych vybérech budou realizace ndhodné veli¢iny
glykémie lezet v oblasti A v 95% piipadu. V tomto pohledu je tedy pravdépodobnost, ze dand
ndhodné veli¢ina nabyva hodnoty y daného intervalu, rovna 95%.

Podobné 1ze konstruovat oblast, v niz se budou ¢asto nachédzet vybérové pruméry ndhodnych
vybéru dané velikosti.

Inteval spolehlivosti pro stfedni hodnotu naproti tomu bude definovan kolem vybérového pruméru.
X+ 72 H(5) X+ 72 (1-35))

Priklad: (Pokracovéni.) Na dalsi schizce jste sezndmeni s pozadavkem naméfit glykémii s
danou presnosti — s pfesnosti na 1 desetinné misto. ReSeni: Tento pozadavek nelze splnit. Pokud

by skutecna hodnota lezela blizko hranice, kde se ldme zaokrouhlovani, ...

Priklad: (Pokracovani.) Na dalsi schuzce je navrzeno, abyste garantovali, ze vzdalenost
odhadu od skutecné hodnoty nebyla vétsi 0,1. Spoctéte pocet potiebny pocet pokust. Reseni: Tento

pozadavek také nelze splnit. Nelze dat garanci, jen omezit pravdépodobnost chyby. ...

3 Testovani hypotéz

3.1 nulova a alternativni hypotéza
3.2 testova statistika a jeji rozdéleni
3.3 kriticka hodnota testu

3.4 P-hodnota testu

3.5 chyba 1. a 2. druhu, sila testu
3.6 ROC ktivka

3.7 jednovybérovy t-test

Priklad: Hmotnost vyrabéné pilulky 1ze popsat normélnim rozdélenim se stfedni hodnotou 120mg
a rozptylem 36mg?. Vystupni kontrola testuje, zda tomu tak skuteéné je. Nahodny vzorek 10
pilulek byl zvazen a byla spoCtena jejich prumérna hmotnost 124mg.

1. Odpovida vzorek pozadované kvalité pilulek?

(a) formulujte nulovou a alternativni hypotézu
(b

) navrhnéte vhodnou testovou statistiku
(¢) nacrtnéte rozdéleni testové statistiky
)

)

(d
(e

2. Odpovida vzorek pozadované kvalité i v pripadé, kdyz nebudeme védét, jaky rozptyl ma
hmotnost pilulek? (Tj. pouze vime, Ze hmotnost vyrdbéné pilulky lze popsat normélnim
rozdélenim se stiedni hodnotou 120mg a s nezndmym rozptylem.) Pfedpoklddejme, ze si
navic spo¢teme (nevychyleny) vybérovy rozptyl v hodnoté 36mg®. Co kdybychom pouZili
vychgleny vibérovy rozptyl?

najdéte kritickou hodnotu (kriticky obor) testu

provedte test a vyslovte zéver

3. Jaka je pravdépodobnost chyby 1. druhu vyse uvedenych testi?

4. Jaka je pravdépodobnost chyby 2. druhu vySe uvedenych testu? Potrebujeme k tomu zndt
néco navic? (Navic budeme predpoklddat, Ze oéekdvdme problém s prilis tézkymi pilulkami se
stredni hodnotou 125mg. )
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5. Kolik pilulek bychom museli odebrat, aby pravdépdobnost odhaleni nekvalitniho vzorku byla

max. 10%7?

e urcete pro piipad se zndmym rozptylem i bez néj

Reseni:

1. Odpovida vzorek pozadované kvalité pilulek?

(a) Uvazujeme-li model X ~ N(u,0?), kde X je (ndhodnd velicina) hmotnost pilulky, u je
stfedni hodnota veli¢iny X (za optimistického predpokladu sprdvné vyrobenych pilulek
je rovna 120mg), a 0% = 36mg?. Nulova hypotéza potom vyjadiuje nase optimistické

ocekavani, tedy:

Hy : = 120mg.

Druhou moznost{ je alternativni hypotéza:

Hy o p#120mg

(60)

(61)

(b) Testové statistika je néjakd vhodnd funkce ndhodného vybéru (vzorku 10ti pilulek), kterd
vhodné sumarizuje vSe dulezité z tohoto vzorku do jediného &isla. V nasem piipadé bude
roli testové statistiky hrat primérnd hmotnost 10ti pilulek, X;o. Testovou statistiku
budeme chépat jednak jako ndhodnou velicinu X, (tedy néco, co nezndme, co nemame
naméfeno, co je ndhodné, ale presto o tom muzeme ledacos fict - muzeme to zkoumat
probabilisticky), jednak jako jeji realizaci Z1¢ (prumér konkrétniho vzorku 10ti vybranych

pilulek).

(¢) Rozdeéleni testové statistiky za nulové hypotézy muzeme snadno odvodit ze znalosti
rozdéleni hmotnosti jednotlivych pilulek. Protoze za nulové hypotézy vime, jaké rozdéleni
m4 ndhodnd veli¢cina X (hmotnost jedné pilulky):

X ~ N(/’L’ 02))
vime, ze
2
= o
X0~ N(u, —
10 (1, 10),
protoze
1 Qo
EXw =B ; X;
=F L 10X
S 10
=FEX
=p
a
S varX
X0 =
varAio 10

(62)

(68)

coz pro ilustraci ukdzeme pro prumér dvou stejné rozdélenych nezdvislych ndhodnych
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velicin X; a Xo:

Xi1+Xe 1

var——— = Zvar(Xl + Xo)
_ E(X1+ X, — EX; — EX,)?
N 4
_ E[(X1 — EXy) + (Xa — EX5))?
4
_ E[(X; - EX1)? +2(X1 — EX1)(X2 — EX2) 4 (Xy — EX3)?]
B 4
_ E(X;— EX1)’+2E(X1 — EX1)(X2 — EXs) + E(Xs — EX5)?
B 4
_ warXy + 2cov(Xy, Xo) 4+ varXs
N 4
2 2
= $ (protoze pro X1, X nezavislé cov(Xy, X3) = 0)
_
S22

Rozdéleni testové statistiky je tedy normélni rozdéleni se stfedni hodnotou 120mg a
rozptylem 3, 6mg?.

Kriticky obor je takova “oblast” (mnozina redlnych ¢isel) testovych statistik, pfi kterych
budeme zamitat nulovou hypotézu. Budeme chtit, aby za platnosti nulové hypotézy
testovd statistika do kritického oboru padala co nejméné (s maximdln{ definovou chybou
1. druhu «, oznacovanou jako hladinu testu a odpovidajici falesné pozitivité), ale za
platnosti alternativni hypotézy do néj padala naopak co nejvice (aby test mél velkou
“Sanci“ neplatnou nulovou hypotézu zamitnout - mluvime o sile testu a chybé 2. druhu
B odpovidajici falesné negativité).

Kriticky obor stanovime na zékladé pozadavku na maximalni dovolenou chybu 1.druhu,
tj. hladinu testu, kterou standardné volime o = 0.05.

Kriticky obor bude ¢4st redlné osy mimo oblast, v niz lze ocekavat 100(1—a)% testovych
statistik X1g, tedy sjednoceni

(o0 Pyl s (/2] U FL (1= a/2),00)

= (—o0, p + \Tocp—l(aﬂ)] U [u+ \/TT)(I)_I(l — a/2)],00)

6 6
= (00,1204 ——= —1,96] U [120 + ——1.96, 00
( o ] [ T )
= (—00,116,281] U [123,719,0)

Muzeme vSak postupovat i tak, ze nekonstruujeme kriticky obor v méritku testové statis-
tiky (tedy tak, ze skdlujeme a posouvame kvantily notrmalnfho rozdélenf), ale naopak
tak, ze realizaci testové statistiky normujeme tak, aby ”sedéla“ s kvantily normovaného
normalniho rozdéleni:

T10 — 120

g

V10
_ .’fl[) - 120\/@
g

124 — 120
=5 VI

= 2,108
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takze ji v nasem ptipadé oboustranného testu muzeme jednoduse porovnat s kritickou
hodnotou a Hy zamitnout, kdyz

it > @' (1-a/2)
(e) Na zaklade kritického oboru:
Xio = 124mg € (—00,116,281] U [123,719, 0)

a (alternativné) i kritické hodnoty:

t|> & (1 —a/2)2,108 > 1,96

zamitdme na hladiné 5% nulovou hypotézu, ze hmotnost pilulek je rovna jejich nomindln{
hodnoté.

2. V pripadé, ze nebudeme predem znat rozptyl hmostnosti jednotlivych pilulek, musime rozptyl
odhadnout z dat a zohlednit to, Ze jednd o (nepfesny) odhad, nikoli o pfesné ¢islo. Rozdélen{
testové statistiky X1 nyni nebude normélni, ale bude to t-rozdéleni (s 10— 1 stupni volnosti).

Normované testova statistika bude

T10 — 12
t:LO«/lO

Sz
124 — 120
=== V10
6
=2,108

a kritickd hodnota bude

F (11— a/2) = 2,26,

takze

t| = 2,108 < F,' (1 — o/2) = 2,26

a nulovou hypotézu na hladiné 5% nezamitdme.

Kdybychom misto nevychylého vybérového rozptylu

sk =

Nl

10
E (Il — f10)2 =36
i=1
pouzili vychyleny vybérovy rozptyl
10
1 9
2 _
= — P — =36— = 32,4,
"X =0 ;(x 10 =070

ktery je z principu mensi, nez nevychyleny, (a bylo by nespravné jej pouzit, protoze by uméle
snizoval nasi nejistotu o rozptylu), dostali bychom normovanou testovou statistiku

t:acw—IQOm

Sz
124 — 120
== _= V10
V32,4
=2,222

a nulovou hypotézu na hladiné 5% bychom zamitli také.
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3. Hladina chyby 1. druhu je z principu rovna hladiné vyznamnosti « a je tedy 5%.

4. Hladina chyby 2. druhu nelze zjistit pouze na zakladé znalosti rozdéleni testové statistiky
pii nulové hypotéze. Potiebujeme totiz zjistit pravdépodobnost, ze za platnosti alternativni
hypotézy udélame chybu: nezamitneme nulovou hypotézu, prestoze bychom ji zamitnout méli.

Kdyz budeme predpokladat alternativu pfilis tézkych pilulek (se stfedni hodnotou 125myg),
muzeme pravdépodobnost chyby 2. druhu (§ spocitat:

TODO
5. Nyni zjistime, jak velky vybér pilulek by vystupni kontrola musela provést, aby se pravdépodobnost

chyby 2. druhu 3 snizila a byla nanejvys 10%. Chybu 2. druhu udéldme, pokud za platnosti
alternativni hypotézy H 4 nezamitneme Hy. Tedy kdyz

Hd < Xn < Hha
kde
Hy(n) = F} ()2) = 120+<I>*1(oz/2)i
N(120,36/n) Jn
a
_ _ 6
Hp(n) = FN(1120,36/n)(1 —a/2) =120+ @7 }(1 - a/2)ﬁ

Potom chceme, aby pravdépodobnost chyby 2. druhu byla

B = P(Ha(n) < X, < Hy(n)|Ha) <0,1
pritom
P(Hy(n) < X, < Hyp(n)|Ha) < P(Xy < Hp(n)|Ha)
ale rozdil neni velky, napt. pro n = 10 je
P(Hq(n) > X,)|Ha) = P(X,, < Hq(n)|Ha)
~ P(Xn <120 —1,96-6/v10|Hy)
= Fn(125,36/10)(120 — 1,96 - 6/v/'10)
120 — 1,96 - 6/4/10

— —125
( 6/Vv10 )

=®(—1,96 — @)

~ &( — 4,595)

~ 0,00000216

O, 1 Z P(Hd(n) S Xn S Hh(’I’L)‘HA) ~ P(Xn S Hh(n)|HA)
= Fn(125,36/n) (Hn(n))
Hy(n) — 125
=o(= =)
120 + @y (o 4y (1 — @/2) = — 125
( S )

=®(Pyto (1 —a/2) — %)

o

N(0,1)

19



Nyni budeme obé strany rovnice chépat jako argument funkce &1

_ _ 5N
D7H(0,1) = @) (1 — @/2) - .
5

1,282 > 1,960 — =
# > 1,960 + 1,282

6
n > [3(1,960 +1,282)]°
n>15.1

TODO: zkouska
3.8 parovy a dvouvybérovy t-test

Priklad: Vedeni tovarny zjistuje, zda pracovni vykonnost po obédé klesid. U pracovniku sleduje
vykonnost dopoledne a odpoledne. Byly naméfeny nasledujici hodnoty vykonnosti: dopoledne: 8,79;
10,28; 11,08; 7,65; 10,43; 10,51; 9,43; 9,45; 9,44; 9,11; 9,52; 9,00 ((vybérovy) prumeér z; ~ 9,557,
(vybérovd) smérodatnd odchylka 0,919); odpoledne: 8,62; 10,18; 11,08; 7,54; 100,28; 10,31; 9,24;
9,59; 9,35; 8,96; 9,38; 8,95 ((vybérovy) prumér T & 9,457, (vybérovy) rozptyl 0,866). Smérodatna
odchylka rozdili ve vykonnosti mezi odpolednem a dopolednem je 0,095. Na hladiné 5% otestujte
hypotézu, ze vykonnost odpoledne klesa.

1. Zamyslete se nad tim, co vlastné chcete zkoumat a jakd data mate k dispozici. Piipadné
nejasnosti konzultujte se zadavatelem (cvicicim). Predstavuji data pdrovd nebo nepdrovd po-
zorovdnt, tj. byly vykonnosti odpoledne naméreny na stejnych pracovnicich jako dopoledne,
nebo ne? Co by bylo spravnéjsi? Co bychom mohli v jednotlivijch pripadech testovat a jak?
Jaky vysledek byste v jednotlivijch pripadech ocekdvali a proc¢?

2. Zkontrolujte data.
3. Formulujte nulovou a alternativni hypotézu.

4. Provedte test a vyslovte zdver.

Reseni:

1. Pokud by data ptredstavovala neparova pozorovani, méli bychom tlohu znesnadnénou variabil-
itou vykonnosti mezi jednotlivymi pracovniky, takze test by na danych datech nejspis zadny
rozdil nezaznamenal, protoze rozdil v prumeérech je ve srovnani se smérodatnou odchylkou
relativné maly. Pokud by data predstavovala parova pozorovani, variabilita ve vykonnosti
mezi jednotlivymi pracovniky by nehrédla zadnou roli, protoze by se eliminovala pii vypoctu
rozdilu ve vykonnosti mezi dopolednem a odpolednem.

2. Kontrola dat: jedna z odpolednich vykonnosti{ (100,28) je odlehld, patrné pteklep - po
konzultaci se zadavatelem opravime na 10, 28.
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Vykonnost dopoledne
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. Nulova a alternativni hypotéza:

Hy : vykonnost dopoledne = vykonnost odpoledneH 4 : vykonnost dopoledne > vykonnost odpoledne

. Provedte test a vyslovte zéver.
(111)p'0(1 - p)*

Pozor, u dopolednich vijkonnosti je uvedena vybérovd smérodatnd odchylka, u odpolednich
vgkonnosti naopak vijbérovy rozptyl!

Nejprve provedem (nespravny) neparovy test:
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To — T1

t =
11s24+11s2 / 1 1
\/ 11411 (ﬁ + ﬁ)

To — 21

si4s3 2
2 11
T2 — 21
S%Jrs%
11

9,457 — 9, 557

/0,9192+0,866

11
~ —0,254

kvantil t-rozdéleni:

a1 (@) = —1.72

Protoze t > q,,(c), Hy nezamitdme.

V piipadé, ze data budeme spravné chépat jako parova pozorovani, dostaneme:

t="2"T 10
d

s
9,457 — 9,557
p = D207 0090
0,095
~ —3,491
kvantil t-rozdélen{ je pfitom ¢z 1(a) = —1.8

Protoze t < q,, («), Hop na hladiné 5% zamitame.

Priklad: (Pokracovani piedchoziho pifkladu:) Po ¢ase byly naméfeny nésledujici hodnoty
vykonnosti: dopoledne: 8,79; 10,28; 11,08; 7,65; 10,43; 10,51; 9,43; 9,45; 9,44; 9,11; 9,52; 9,00
(prumér z; = 9,557, smérodatnd odchylka 0,919); odpoledne: 9,31; 7,82; 7,02; 10,45; 7,67; 7,59;
8,67; 8,65; 8,66; 8,99; 858; 9,10 (prumér T, = 8,543, rozptyl 0,845). Na hladiné 5% otestujte
hypotézu, ze vykonnost odpoledne klesa.

1. Opét se zamyslete, jakd data mate k dispozici a co chcete zkoumat.
2. Formulujte nulovou a alternativni hypotézu.

3. Provedte test a vyslovte zdver.

22



Vykonnost dopoledne
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Reseni:

3.9 2 test dobré shody

Prviklad: Ze sta hodu minci padla panna 44-krat. Lze z tohoto vysledku usuzovat na to, zda
je mince falesnd? Znéte-li vice moznosti, jak na tuto otdzku odpovédét, pouzijte vS8echny takové

pristupy.

Resent:
X; ~ Bi(n,p) = Bi(100,0,5)
Za platnosti Hy : p = 0,5 je pravdépdobnost, ze padne 44 nebo méné panen,

44
100 i —i
PZZ( Z. )p (1= p)!"~" ~ 0,136
=0

tedy p-hodnota testu v binomickém rozdéleni je vyssi nez 5% a hypotézu nemuzeme zamitnout.
Aproximaci binomického rozdéleni normélnim:

XiNN(p7 n

a muzeme zkonstruovat interval spolehlivosti pro stfedni hodnotu normélniho rozdéleni:
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P=0,113
Pomoci x? testu:

2 2 2 9 5 )
2 (ni — np:) (n; —100-0,5) (44 — 50)* + (56 — 50)
X _Z _—E: = =1,44
1 np; €

= 100-0,5 50

i=1

Porovndnim s kvantilem g2 (0,95) = 3,84 vychdzi, ze nemuzeme zamitnout hypotézu, ze na
minci padaji stejné pravdépdobné panny a orli.
P =0,230

Priklad: Krevni skupiny
Ve vybranych nemocnicich byly u ambulantné oSetfenych pacienti v ur¢itém dni sledovény
podily jednotlivych krevnich skupin. Dostali jsme nésledujici tabulku:
misto ‘A‘B‘O‘AB
Karlovy Vary 33| 6 | 56| 5
Ostrovnad Ohii | 9 | 1 |16 | 1
Olomouc 54 | 14 | 52| b

Otestujte, zda jsou podily jednotlivych krevnich skupin v jednotlivych nemocnicich stejné.

Reseni:

Vidime, ze v Ostrové nad Oh#i bylo vySetieno relativné malo pacientu a nékteré krevni skupiny
zde byly zastoupeny jen jedinym pacientem. Protoze x? test dobré shody je testem asymptotickym
a vyzaduje, aby v kazdé buiice tabulky bylo alespon 5 pozorovani, musime pfistoupit ke slucovani
nékterych fadku a nebo sloupcu. Nejpritozenéjsim se jevi sloucit data z nemocnice v Ostrové nad
Ohii s daty z Karlovych Vart. Dostavame tedy novou tabulku:

misto ‘ A ‘ B ‘ 0 ‘ AB
Karlovy Vary a Ostrov nad Ohii | 42 | 7 | 72| 6
Olomouc 54 | 14 | 52| 5

Nyni jsou predpoklady testu splnény.

Nulovou hypotézou bude, ze zastoupeni krevnich skupin se mezi nemocnicemi nelisi, tedy Ze
rozdéleni pacientu s jednotlivymi krevn{mi skupinami je v obou nemocnicich stejné (homogenni). To
je ekvivalentni tomu, Ze rozdéleni krevnich skupin nezdvisi na tom, v jaké nemocnici jej zjistujeme,
jinymi slovy, jev naméfend krevni skupina je nezavisla na tom, v jaké nemocnici byla méfena. Z
nezdvislosti pfimo plyne, Ze pravdépodobnost p; ; naméfeni j-té krevni skupiny v i-té nemocnici je
déno jako soucin pravdépodobnosti p}] , ze mérime j-tou krevni skupinu, a pravdépodobnosti p{ , 7€
méiime v i-té nemocnici:

Ho :pij =pip]
Ha:pij#pip]

Odhadneme jednotlivé pravdépodobnosti:

4
I D1 Mij

p; = n
2
J_ Die1 Mij
p; =
n
a spoc¢teme testovou statistiku
4 2
Ng; — NP; ;i
=" (M —1Pg)” 7 1346
i=1 j=1 "Pi.j

Kritickou hodnotu uréfme jako kvantil x? rozdéleni na a2, (1-a/2)="1,81.

—1)(2-1)
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Protoze hodnota testové statiky T nepresahuje kritickou hodnotu, Hy nezamitdme. To ovSem
neznamend, ze bychom Hjy prokazali! Pouze jsme v datech nenalezli rozpor s nulovou hypotézou.
(Jedna z moznost{ je, ze opravdu nulovd hypotéza plati. Druhou moznosti by bylo, Ze test nemd
dostatecnou silu nulovou hypotézu vyvratit. Protoze mezi témito moznostmi nedokazeme rozlisit,
nelze nezamitnuti nulové hypotézy interpretovat jako jeji platnost!)

3.10 test korela¢niho koeficientu

Priklad: Deprese a kouteni - korelace.
V 15 vybranych okresech CR bylo sledovano procento obyvatel, ktefi kouii, a zaroven index
depresivity v daném okresu. Dostali jsme néasledujici data:

procento koufeni | index vyskytu deprese
0,76 1,27
0,57 1,06
0,93 1,73
0,64 1,21
0,70 0,81
0,48 1,29
0,85 1,42
0,42 0,63
0,03 0,78
0,26 0,57
0,33 0,82
0,13 1,12
0,50 0,92
0,80 1,04
0,34 0,56

Priimérné procento kouieni k = 0,516, prumérny index depresivity 1,015. Korelaéni koeficient
r = 0,656. Na hladiné 5% otestujte, zda jsou mira koutfeni a vyskyt depresi navzdjem korelované.
Co se da z vysledku usuzovat? ReSeni:

Testova statistika t je

‘o rv/n—2  0,656y/15 —2 ~3
Vi—r2 /10,6562

)

a kritickd hodnota je g, 5(0,975) = 2,16. Protoze |t| > ¢3(0,975), zamitdme nulovou hypotézu o
nulovosti korelaé¢niho koeficientu.

Priklad: Srovnan{ vysledku testu 1 a 2 zadanych na cvicen{ SSL v LS 2014/15
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vysledek testu 1 | vysledek testu 2 | rozdil test 2 - test 1
3.7 2.8 -0.9
3.5 3.8 0.3
3.0 3.5 0.5
2.7 2.5 -0.2
3.3 NA NA
4.0 2.5 -1.5
NA 1.8 NA
3.2 2.5 -0.7
2.4 3.5 1.1
0.7 2.1 14
2.1 2.3 0.2
3.4 2.8 -0.6
2.9 2.5 -0.4
0.6 2.1 1.5
NA 2.5 NA
3.6 3.3 -0.3
NA NA NA
3.7 2.0 -1.7
1.8 2.7 0.9
3.9 3.5 -0.4
2.3 1.5 -0.8
NA NA NA
3.9 3.0 -0.9
3.3 NA NA
NA 2.7 NA
2.3 34 1.1
1.6 2.5 0.9
3.6 2.7 -0.9
3.7 3.5 -0.2
2.4 2.8 0.4
2.8 3.5 0.7
2.9 3.5 0.6
2.7 NA NA
2.3 2.9 0.6
NA 2.0 NA
2.1 2.8 0.7
3.5 3.3 -0.2
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Test 1 [body]

Na hladiné 5% otestujte, zda jsou vysledky testu 1 srovnatelné s vysledky testu 2, a zda je mezi
vysledky néjaka zavislost. Co se da z vysledku usuzovat?
Népovéda:

prumér z testu 1 £; ~ 2,835,
vybérova smérodatnd odchylka vysledku testu 1 s; = 0, 882,
prumér z testu 2 £, = 2,775,
vybérova smérodatnd odchylka vysledku testu 2 so ~ 0, 585,

prumérny rozdil (test 2 - test 1) d =~ 0,0429, vybérovd smérodatnd odchylka rozdila s4 ~
0,861,

korelacni koeficient r = 0,411.

Reseni:

Jedna se o parova pozorovani, tedy musime pouzit parovy test. Muzeme védhat mezi paramet-
rickym t-testem a néjakym neparametrickym testem, napf. Wilcoxonovym testem. Proti normalité
mluvi to, Ze data se nachdzeji se v omezeném intervalu < 0;4 > bodu, a nelze asi uréit typickou
hodnotu, které budou nabyvat. Naproti tomu vime, ze vysledek je dan jako soucet bodu dosazenych
v jednotlivych testovych otazkach, takze pokud by byly jednotlivé otazky nezavislé, lze ze znalosti
centrdln{ limitni véty ocekavat, ze soucet se bude blizit k normalité (i kdyz pro maly pocet otdzek
jen pomalu).

Zvolime nejprve parovy t-test.

Budeme ptedpokladat, Zze d N(u,0?). Mame k dispozici 28 tiplnych pozorovéni.

Za nulové hypotézy budeme ocekavat, ze vysledky v obou testech budou srovnatelné, tedy ze
rozdily budou nulové:

Ho:d=0
Hi:d#0

Testova statistika

84
0,0429

- 1/2
0,861 8

~ 0,264



Kritickd hodnota predstavovand 97, 5% kvantilem t-rozdéleni je ¢, , (1 — a/2) ~ 2,05

Protoze |t| < qt,,(0,975), Hy na hladiné 5% nezamitdme. P-hodnota je 2(1 — F3,.(0,264)) =~
0,794.

Pokud bychom pouzili pdrovy Wilcoxonuv test a predpokladali bychom, Ze rozdily pochazeji z
néjakého symetrického rozdéleni s medidnem m, tedy d F'(m), testovali bychom stejnou nulovou
hypotézu:

Hy:d=0
HA:d#O

Ani tento test by nulovou hypotézu nezamitl. P-hodnota by v tomto piipadé vysla velmi podobna:
p~0,776.

7 vysledku usuzujeme, ze mezi vysledky testt nebyl vyznamny rozdil, coz muze napf. znamenat,
ze narocnost obou testu byla srovnatelna.

Déle budeme testovat, zda vysledek v prvnim testu souvisel s vysledkem ve druhém testu.
Protoze vysledky jsou kvantitativni (¢fselné) a ne kvalitativni{ (napf. prospél/neprospél), muzeme
k testu zavislosti pouzit test vybérového korelacniho koeficientu.

Testova statistika ¢ je

_rVn—2 _0411v®-2
Vi—r2  J/1-0,4112 7

a kritickd hodnota je ¢:,6(0,975) = 2,06. Protoze |t| > ¢:,6(0,975), zamitdme nulovou hypotézu o
nulovosti korela¢niho koeficientu.

3.11 linearni regrese

Priklad: Srovnani vysledku testu 1 a 2 zadanych na cviéeni SSL v LS 2014/15 - linedrni regrese
(Pokracovéni predchoziho piikladu.)
Modelujte vysledek testu 2 pomoci vysledku testu 1.

e formulujte model a vysvétlete jej

e odhadnéte parametry modelu (jsou vyznamné?)

e interpretujte parametry modelu

e kolik procent variability v datech je schopen model vysvétlit?

e kdybychom uvazovali obrdceny model (vysledek testu 1 vysvétlovany pomoci vysledku testu
2), jakd by byla hodnota koeficientu prislusného k vysledku testu 27

Co se da z vysledku usuzovat?
Napovéda:

Gy ~ 2,135, 0% ~ 0,3272, tgr ~ 6,523
01

0, ~ 0,255, 02 =~ 0,1112, tg ~ 2,296
01

72
(o=
koeficient determinace 7"%2 = =2 ~0,169.

2
O't2

korela¢ni koeficient r = 0,411.
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Test 1 [body]
Reseni:

e model: T2; =0y + 6:T1; + ¢;

—

e parametry modelu: QAO ~ 2,135, 03\ ~ 0,3272, tgr—26 ~ 6,523, p < 0,00001. 9: ~ 0,255,
1
02 ~0,111%, t4 =~ 2,296, p ~ 0,03.
01

e interpretace fy: v druhém testu prumeérné bodovali i studenti, ktefi v prvnim testu neziskali
zadny bod interpretace #;: vysledek prvniho testu vyznamné predpovida vysledek druhého
testu, i kdyz vyznamnost neni velika

(o=
e koeficient determinace r?, = % ~ 0,169, tedy vysledek prvniho testu vysvétuje pouze cca
; o2,

17% wvariability ve vysledcich druhého testu. Druhy test se patrné tykal jiné latky, nez test
prvni.

e kdybychom uvazovali obrdceny model (vysledek testu 1 vysvétlovany pomoci vysledku testu

2), byl by odhad koeficientu ptislusného k vysledku testu 2 dany jako % = 00,j1215152 ~ 0,664
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