2.5 Priiklady na metodu maximalni vérohodnosti a momentovou metodu

Priklad: 7 jediné realizace 1 ndhodné veli¢iny X, o niz vite, Zze pochdzi z normalniho rozdéleni
N(p, 1), odhadnéte parametr g momentovou metodou a metodou maximaln{ vérohodnosti.

1. Budou odhady nestranné?

2. Jaké budou mit rozptyly?

3. Budou konzistentni?

Kolik a jakijch momentu pouZijete?
Resend:

1. Momentovou metodou: Stac¢i jediny moment: EX = p odhadneme pomoci x1: i = mx =
%22:1 x; = x1. Odhad i = 1 je nestranny, protoze EX; = p. (Vsimnéte si, ze v poslednim
vyrazu vystupuje nikoli realizace x1, ale ndhodnd velicina X; - pouze z ni ma totiz smysl
pocitat stfedni hodnotu, protoze néds zajima, jak se odhad bude chovat pro rizné realizace,
nikoli pro jednu jedinou realizaci x.)

Metodou maximéalni vérohodnosti: vérohodnostni funkce je

1 (w1 -w?
e 202
V2ro?

a my bychom ji chtéli maximalizovat vzhledem k hledanym parametrum (tj. maximalizovat
vérohodnost za danych dat a z{skat hledané nezndmé parametry). Protoze hledat extrém
vérohodnostni funkce neni jednoduché, zjednodusime situaci tim, ze misto vérohodnostni
funkce budeme maximalizovat jeji logaritmus (protoze logaritmus je ryze monoténni, bod,
v némz nabyva vérohodnostni funkce maximum, je pfesné tyz, jako bod, v némz nabyva
maxima logaritmovand vérohodnostni funkce).

L(.’El,{/.t,O'Q}) = fx(.131|,u,0'2) =

Logaritmicka vérohodnostni funkce je

T — 2
I(z1, {p,0%}) = —%ln(%r) - %Zn(a2) - % (18)

Jeji extrém budeme hledat tak, ze polozime jeji derivaci rovnu 0. Protoze se jednd o funkci dvou
proménnych, mohli bychom postupné derivovat podle jejich jednotlivych parametru. Nam
bude pro tentokrat stacit nalézt hodnotu parametru p. Tu nalezneme, polozime-li parcialni
derivaci podle y rovnu 0:

Ol(zy {po®}) 20 —p)(=1) _ (w1 —p)

= — = = O
ou 202 o2

a tedy

2. Rozptyl odhadu: varj = varz; = o?.

3. Budou odhady konzistentni? Nelze piimo uréit, protoze ke konzistenci bychom potiebovali
vysledovat chovani odhadu pro zvétsujici se velikosti vybéru, ale my mame k dispozici pouze
jediné pozorovani.

Priklad: Ze dvou realizaci x1,x2 nahodné veliciny X, o niz vite, ze pochdzi z normalniho
rozdéleni N (i, 1), odhadnéte parametr g momentovou metodou a metodou maximalni vérohodnosti.

Reseni:
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1. Momentovou metodou: Opét staci jediny moment: EX = p odhadneme pomoci prvniho
vybérového momentu: g = myx = %Z?:l T; = "”1'2"7’32 Odhad [ je nestranny, protoze
EX1-5X2 _ EX1-5EX2 _ HJQFH = L.

Metodou maximalni vérohodnosti: vérohodnostni funkce je

1 (11 w)?
L{{x1, 22}, ,02 = x(zilp,0%) = 552
({z1, 22}, {p,07}) J:ll |, o J:ll Tro?

potom logaritmickéd vérohodnostni funkce je
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2. Rozptyl odhadu: varjy = varf1tXz = varXitvarXs 4 J”’ = "7 Tedy tento odhad bude

mit rozptyl poloviéni ve srovnani s odhadem porlzenym z Jedme realizace.

3. Budou odhady konzistentni? Nelze pfimo urcit, protoze ke konzistenci bychom potiebovali
vysledovat chovani odhadu pro zvétsujici se velikosti vybéru, ale my mame k dispozici pouze
dvé pozorovani.

Priklad: (Pokracovéni pfechoziho piikladu.) Co kdybyste pro odhad parametr pouzili pouze
posledni realizaci xo7

e Jak se zméni odhady?

e Budou lepsi, nez minulé odhady?

Budou nestranné?

Jaké budou mit rozptyly?

Budou konzistentni?

Reseni: Dostali bychom stejny odhad jako v piipadé, ze méame jedinou realizaci. Odhad
stfedni hodnoty bude nestranny, ale ve srovnani s odhadem zaloZzenym na dvou realizacich bude
mit dvojnasobny rozptyl.

Priklad: (Pokracovani prechoziho piikladu.) Co kdybyste pro odhad parametru pouzili vétsi z
realizaci, tj. max(x1,z2)? Jak se zméni odhady?

Reseni: Odhad tentokrat nebude nestranny - tim, ze za odhad bereme vétsf ze dvou realizaci,
stfedni hodnota takového odhadu bude vétsi, nez stiedni hodnota samotné realizace.

Priklad: 7 jediné realizace x1 ndhodné veli¢iny X o niz vite, Ze pochézi z normalniho rozdéleni
N (u,0?), odhadnéte parametry u a 0> momentovou metodou a metodou maximéln{ vérohodnosti.

Resend:
Momentovou metodou oba parametry z jediné relizace odhadnout nelze.
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Metodou maximdlni vérohodnosti: parametr p odhadneme hodnotou dané relizace x; (viz vyse).
Parametr 02 odhadneme maximalizaci logaritmické vérohodnostni funkce vzhledem k o2,
hleddme tedy extrém I(xq,{,0?}) vzhledem k o2, tedy parcidlni derivaci I(zy, {u,o?}) podle o
polozime rovnu nule:

s () 11 (e
do? 202 2(02)2

a po tipravé (vyndsobenf 2(0?)?)

a vzhledem k tomu, ze g = z1,

0'2 = (1‘1 — 581)2 =0.

Vidime, ze vérohodnost se maximalizuje pro o = 0, tedy pro degenerované (singuldrni) rozdélent
s nulovym rozptylem, v némz je vSechna hustota soustiedéna v jediném bodu x;.

Souvislost s wviznutim E-M algoritmu v lokdlnim minimu odpovidajicim singuldrnim varianénim
maticim.

Priklad: Odhad parametrit N(u,o?) z vice realizaci.
Reseni: viz prednéska
Priklad: Odhad parametru alternativniho rozdéleni Alt(p) z realizaci 0,0, 1.

Reseni: Alternativniho rozdéleni je popsano pravdépodobnostmi

fau(X=1)=p

fAlt(X = O) =1-p,

kde p je pravdépodobnost tuspéchu (jevu 1).
Vérohodnostni funkce pak je souc¢in pravdépodobnosti jednotlivych realizaci za dané hodnoty
parametru p:

w

L({0,0,l},p) = ] fAlt(mi‘p>

1-p)-(1-p)p
- p)’p.

o
Il

Tuto funkci bychom mohli jiz pfimo maximalizovat (to by vedlo ke kvadratické rovnici), nebo
muzeme podobné jako diive tuto funkci logaritmovat a tlohu si zjednodusit.
Logaritmicka vérohodnostni funkce pak je

1({0,0,1},p) = 2In(1 — p) + In(p)

a jeji derivace podle p polozime rovnu 0:

l 1 -1 1
({0,0,1},p) _ 5 1o
dp 1-p »p
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a po upravé (vyndsobeni p(1 — p))

2p=(1-p)

3p=1
1
P=3

Odhadem parametru p metodou max. vérohodnosti je tedy p = 1/3.

Poznamka: ke stejnému vysledku by vedlo i to, pokud bychom dany pocet jednicek ve sledu tri
nezavislych realizaci ndhodné alternativni veli¢iny povaZovali za jedinou realizaci ndhodné veli¢iny
magict binomické rozdéleni. Vérohodnostni funkce by pak byla

L({0.0.13) =} )1~ "

coZ by vedlo ke stejnému visledku.

Priklad: Hazime minci, u niz se obavame, ze je faleSna: panna ddajné pada 2x Castéji nez
orel. Spoctéte vérohodnost tohoto tvrzeni na zdkladé pozorovani, ze padl 2x orel. Spoctéte rovnéz
vérohodnost pozorovanych dat pro piipad, Ze mince neni falesnd. Déle z dat odhadnéte pravdépodobnost,
ze padéd panna, metodou maximalni vérohodnosti a momentovou metodou.

Reseni: Nahodny jev modelujeme alternativinim rozdélenim s parametrem p vyjadiujicim
pravdépodobnost, ze padne panna. Pak vérohodnost pozorovaného sledu dvou orlu je:

Pro ocekdvanou falesnou minci, kde p = % dostéavdme L({0,0}, %) = é. Pro férovou minci, kde

p= % dostdvéame L({0,0}, %) = %. Vérohodnéjsi tedy je, ze mince je férova.

Odhad p metodou maximalni vérohodnosti: vérohodnost L(x,p) = L({0,0},p) = (1 — p)? se
maximalizuje pro p = 0.

Odhad p momentovou metodou: Prvni obecny (necentralni) moment alternativniho rozdélent

M, =EX =p

z. z 7 7 I ~ z Ve ! —_
polozime roven odpovidajicimu vybérovému obecnému momentu m, = z, tedy:

=

_ o~

p:M =m

—

a odtud piimo dostavame odhad p:

i
I
Kl
I
o

Oba odhady si jsou tedy rovny.

Priklad: Metodou maximalni vérohodnosti a momentovou metodou odhadnéte na zakladé

pozorovanych x1, ..., x, neznamy parametr \ Poissonova rozdéleni:
Aee=A
P(X =k)= .
( ) o
Resent
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Metodou maximalni vérohodnosti:

n
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Momentovou metodou: Prvni obecny moment Poissonova rozdéleni
,
M, =EX =\
~ 7 ’ 7 7 ’ ~ 7 re / —
polozime roven odpovidajicimu vybérovému obecnému momentu m; = Z, tedy:
’ ’ _
A=M,=m; ==

a odtud pfimo dostavame odhad

Oba odhady si jsou tedy rovny.

Priklad: Metodou maximalni vérohodnosti a momentovou metodou odhadnéte na zakladé
pozorovanych 1, ...,z nezndmy parametr p binomického rozdéleni Bi(n = 10, p):

Pix =)= ()it -pr

Reseni: Metodou maximalni vérohodnosti:

m

LH{x1,...,zm},n=10,p) = H (;L)pzi(l _

({a1,...,xm},n =10,p) = % (m <;‘) +z;lnp+ (n— ;) In(1 —p)>

i=1 v

ag({xla"'axm},)‘) Z:il Ty + Z;i1(n_xi)

oA P 1-p
ag({xla c aIM}vA) — 2211 i 4 mn — Z:il i =0
oA P 1—p
S p 3 =3
i=1 i=1 i=1

Momentovou metodou: Prvni obecny moment binomického rozdéleni

M, =EX =np

27



7z ’ 7 7 7 ~ 7 Ie ’ —
polozime roven odpovidajicimu vybérovému obecnému momentu m; = z, tedy:

m
’ ’ .1 Xy
np=M, =m; == 2iz1 i
m
a odtud pfimo dostavame odhad
— m
p= ¥ Lim
n mn

Oba odhady si jsou tedy opét rovny.

Priklad: Metodou maximalni vérohodnosti a momentovou metodou odhadnéte na zakladé

., T, Nezndmé parametry p, h rovnomérného rozdéleni R(u, h) na intervalu (p—

pozorovanych x1, ..
h, i+ h). (Poznamejme, ze standardné se rovnomérné rozdéleni zna¢i Uni(a,b) a parametrizuje se

nikoli stfedni hodnotou a rozsahem, ale mezemi intervalu, na kterém je definovano.)

Reseni: Metodou maximalni vérohodnosti:
1

noq n
L({xl’ e ,xn},u,h) - i=1 % - (2}1)
1
E({(El, s axn},n = 107])) = nhlﬁ — —nln(2h)

Tato vérohodnost se maximalizuje pro co nejmensi h. OvSem h musi byt natolik veliké, aby interval
(= h, pp+ h) pokryl vSechny pozorovéni ;. Tedy vychdzi, ze

1
n - N
—(maz_qz; + min}_ x;)

= 2
7 1 n con
h = i(maﬂfi:ﬂi —miny_,x;)

Momentovou metodou: Prvni obecny moment rovnomeérného rozdéleni

M, =EX =p
polozime roven odpovidajicimu vybérovému obecnému momentu m/l = T, tedy:
uw=M, = m/1 =7
a dostavame
= z.
Vime (nebo vypocitdme), ze druhy obecny moment rovnomérného rozdéleni je
! 2 2 2 2 § "\2 h? 2
My = EX? = E(X = EX)’ + (EX)* =varX + (EX)* = 5 + (M)’ = 5 + 4.
Pritom varX se spocita piimo z definice jako:
%) pn+h pn+h 1
varX = B(X — EX)? = / F@) (@ — BX)2dz = / F@) (@ — BX)2dz = / L
e u—h u—n 2h
h3 (—h)T 1 {QhT _R?

y—iu/Mlzd B O ) R O _ Ly
— S Y T 3], T3 8 | T 2|3 3

(& — p)*dz

Druhy obecny moment rovnomeérného rozdéleni pak polozime roven odpovidajicimu vybérovému

, ’
obecnému momentu my = > | 22, tedy:

V tomto ptipadé se tedy odhady momentovou metodou a metodou maximélni vérohodnosti lisi
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