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Ziklady pravdépodobnosti 2/25

Jev
Elementarni jevy jsou vSechny mozné vzijemné se vylucujici vysledky néjakého experimentu. Jejich mnoZzinu oznaéme Q.
Jev je podmnoZzina mnoziny elementarnich jevii, A C Q.

= Jakykoli vyrok o vysledku experimentu, u néhoz lze vzdy rozhodnout, zda platf nebo ne (jev nastal nebo nenastal).

= Ekvivalentné Ize misto vyrokii a vyrokovych operaci pouZivat jim p¥islusné mnoZziny elementarnich jevti a mnoZinové operace.

Neékteré zvlastni jevy a jejich kombinace:
m Jevjisty: (), 1
®  JevnemoZny: @, 0
m  Konjunkce jevi (,and”): ANB
m  Disjunkce jevi (,0r“): AUB
= Jevopatnyk A:A=Q\A
s A=B:ACB
m  Jevy neslucitelné: Ay,..., A, : N A =0

i<n

m Jevy po dvou neslutitelné (=vzdjemné se vyluéujici): Ay,..., A, :Vi,je{1,...,n}, i #j: AN Aj=0
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Uplny systém jevi
Uplny systém jevit tvoii jevy By, i € I, jestlize jsou po dvou neslutitelné a |J B; = Q.
i€l

m  Specidlni p¥ipad pro 2 jevy: {C,C}.
Je-li {By,..., By} tiplny systém jevii, pak

= Y' P(Bj)=1a

= pro libovolny jev A plati

n
P(A)=Y P(ANB).
i=1

Speciélné pro {C,C}:

P(A) =P(ANC)+P(ANC).
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Definice pravdépodobnosti

Klasicka Laplaceova definice pravdépodobnosti zaloZend na relativnich ¢etnostech vyskytu jevu trpi mnoha neduhy:
m  Plati jen pro n stejné moznyjch elementérnich jevi. (Stejné moznych?)
= Nedovoluje nekone¢né mnoziny jevii, geometrickou pravdépodobnost, ...
= Nedovoluje iraciondlni hodnoty pravdépodobnosti.

Kolmogorovova definice pravdépodobnosti:

®  MnoZina elementarnich jevii () miiZe byt nekone¢nd a el. jevy nemusi byt stejné pravdépodobné.
= Jevy jsou podmnoziny mnoziny (), ale ne nutné vsechny; tvoti podmnozinu A C 0% (0?2 je poten¢ni mnoZina, powerset,
mnoZina vSech podmnoZin mnoziny (2.)
Chceme byt schopni definovat pravdépodobnost pro jakoukoli konjunkci a disjunkci jevii; jevové pole A proto nemiiZe byt jakékoli,
musi to byt c-algebra, tj. musi spliiovat podminky:

1. ©cA
2. Ace A= Ac A
3. (\neN:A,eA)= U Arc A (Uzavienost na spocetnd sjednoceni.)

nelN

Borelova c-algebra je nejmensi r-algebra podmnoZin R, kterd obsahuje vSechny intervaly.
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Pravdépodobnost

Pravdépodobnost (=pravdépodobnostni mira) je funkce P : A — (0,1) splitujici podminky
1. P(Q)=1

p( u An) — ¥ P(A),
nelN nelN

pokud jsou mnoZziny (sjevy) A,, n € N, po dvou neslucitelné (spocetnd aditivita).

Pravdépodobnostni prostor je trojice (), A, P), kde Q) je neprdzdnad mnozZina, A je o-algebra podmnoZzin mnoziny (2 a
P: A — (0,1) je pravdépodobnost.

Vlastnosti pravdépodobnosti:
= P(A)€(0,1)
= P(0)=0, P(1) =
m P(A)=1-P(A)
s ACB= P(A) <P(B)
= ACB=P(B\A)=P(B)—P(A)
s ANB=Q= P(AUB)=P(A)+P(B) (aditivita)
s P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB)

—_
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Nezavislé jevy
Definice: Jevy A a B jsou nezavislé, pokud plati

P(ANB) = P(A)-P(B).

Jsou-li A, B nezévislé, pak

s P(AUB) = P(A) + P(B) — P(A) - P(B),

® jsou nezdvislé taky dvojice A,Ba A,Ba A, B.
Jevy Ay, ..., A, se nazyvaji po dvou nezavislé, jestlize kazdé dva z nich jsou nezavislé.
MnoZina jevii M se nazyva nezavisli, jestlize

P(ﬂ A>—HP(A)

A€k Aek

pro vSechny kone¢né podmnoziny K C M.
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Podminéna pravdépodobnost

Podminéna pravdépodobnost jevu A za podminky B je definovéna jako

P(ANB)

P(AIB) = 5

,  P(B)#0.

= P(A) zname z pravdépodobnostniho popisu systému. Dostaneme-li navic informaci o tom, Ze nastal jev B, podminé&na
pravdépodobnost P(A|B) je nase aktualizovana znalost o pravdépodobnosti jevu A.

= P(B|B) =0, coz odpovida naf znalosti, Ze jev B nemfiZe nastat, kdyZ nastal jev B.
®  Podm. pravdépodobnost je chdpédna téZ jako funkce P(.|B) : A — (0,1) a je to pravdépodobnost v ptivodnim smyslu.

Vlastnosti:

P(QB) =1, P(2|B) =0.

BC A= P(A|B) =1.

= P(ANB)=0= P(A|B)=0.

= Pokud sejevy Ajy,..., A, vzdjemné vylucuji, pak

P < U AnB) = Y P(A4|B).

nelN nelN

m Je-li P(A|B) definovéna, jsou jevy A, B nezavislé prave tehdy, kdyz P(A|B) = P(A).
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Bayesova véta
Véta o tiplné pravdépodobnosti: Je-li B, i € I, (spocetny) tplny systém jeviia Vi € I : P(B;) # 0, pak pro kazdy jev A plati
P(A) =} P(A[B;) - P(B;)

iel
Plati:
P(A|B)-P(B) = P(ANB) = P(B|A) - P(A)
P(B|A) = P(A|;3()A~)P(B)

Bayesova véta: Je-li B, i € I, (spocetny) tplny systém jevtia Vi € I : P(B;) # 0, pak pro kazdy jev A, P(A) # 0, plati

P(A[B;) - P(B;)

PBIA) = = b(AlB) - P(B;)
jel

Vyznam: Pravdépodobnosti P(A|B;) odhadneme z pokusti nebo modelu, pomoci nich ur¢ime pravdépdobnosti P(B;|A), které
slouZi k ,optimdlnimu” odhadu, ktery z jevii B; nastal.

Problém: Ke stanoveni aposteriornich pravdépodobnosti P(B;|A) potfebujeme znat apriorni pravdépodobnosti P(B;).
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Nahodna veli¢ina
Néhodna veli¢ina na pravdépodobnostnim prostoru (Q, A, P) je méfitelnd funkce X : Q3 — R, 4j. takovd, Ze pro kazdy interval I plati
X1 ={weQ:X(w) eI} e A
Rozdéleni ndhodné veli¢iny je popsano pradépodobnostmi
Px(I)=PXell=P({we O:X(w) el})
definovanymi pro lib. interval I. Funkce Py je pravdépodobnostni mira na Borelové c-algebie a sphituje
= Px(R)=1Px(®) =0,
s Px( U I.) = ¥ Px(I;), pokud jsou mnoziny I,,n € IN, navzdjem disjunktni,
nelN nelN
s Py(R\I)=1-Py(I),
m jestlize I C J, pak Px(I) < Px(J)a Px(J\ I) = Px(J) — Px(I).
Distribuéni funkce nahodné veli¢iny X je funkce Fx : R — (0,1) definovana jako
Fx(t) = P[X € (—o0,t)] = P[X < t] = Px ((—o00,t)).
Distribuéni funkce je
= neklesajici,

®  zprava spojita,
" tkr}*[oo Fx(t) =0, tlg?o Fx(t) =1.
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Nahodny vektor
Néhodny vektor (1-rozmérny) na pravdépodobnostnim prostoru (), A, P) je meéfitelni funkce X : QO — R”, tj. takovd, Ze pro kazdy
n-rozmérny interval I plati
XM ={weQ:X(w) eI} €A
Nahodny vektor 1ze povaZovat za vektor nahodnych veli¢in X = (Xy,..., X;), . 1ze psat X(w) = (X1 (w), ..., Xn(w)), kde

zobrazeni X : QO — R,k =1,...,n, jsou ndhodné veli¢iny.

Rozdéleni ndhodného vektoru je popsano pravdépodobnostmi
Px(Il X ... X In) = P[Xl eh,..., X, € In} = P({w eQ: Xl(LU) € I1,...,Xn((d) S In}),
kde Iy, ..., I, jsou intervaly v IR, tj.
Px(I)=PXell|l=P({weQ:X(w)el}),

definovanymi pro libovolnou borelovskou mnoZinu I € R".

Distribuéni funkce ndhodného vektoru X je funkce Fx : R” — (0,1) definovand jako
Fx(t1,...,tn) = P[Xy < t1,...,Xp < ty] = Px ((—00,t1) X ... X (—00,t,)),

ktera ma tyto vlastnosti:
= neklesajici a zprava spojita (ve véech proménnych),
. lim  Fx(t1,...,ta) =1,

t)—00,... ty—00

] Vke{1,...,n}th,...,tk,l,tkﬂ,..,,t,,: lim FX(tl,,..,t,,):O.

tp——o0
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Nezavislost ndhodnych veli¢in

Néh. veli¢iny Xy, ..., X, jsou nezavislé, pokud pro libovolné intervaly I, ..., I, plati
n
PXyeh,.... X, €l,|=PXy€h]...-P[X, € I,] = HP[Xi € IL].
i=1
Ekvivalentné stac¢i pro vechna ty, ..., t, € R pozadovat

n

P[Xi <t,....Xn < t] =] P[Xi < 1],
i=1

takZe pro sdruZenou distribuéni funkci nezivisljjch ndhodnych veli¢in musi platit

n
Fx(t,... tn) = [ Fx, (ti)-
i=1

Néhodné veli¢iny Xy, ..., X; jsou po dvou nezavislé, pokud jsou kazdé dvé z nich nezdvislé. To je slabsi podminka neZ nezavislost
viech veli¢in Xq,..., X,.
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Druhy ndhodnych velié¢in

Diskrétni nahodna veli¢ina ma po distech konstantni distribucni funkci.

Existuje pro né nejvyse spotetna mnozina Ox takova, Zze P[X ¢ Ox] = Px(R \ Ox) = 0. Nejmensi takovd mnoZina (pokud existuje)
jeQx ={teR:Px({t}) #0} = {t e R: P[X =] # 0}.

Popisuje ji pravdépodobnostni funkce px(t) = Px({t}) = P[X = t], kterd nabyva nenulovych hodnot na nejvyse spocetné mnoziné
Qx a kterd spliuje

Yopx() =Y px(t) =1

teR teQy

Spojita ndhodna veli¢ina mad spojitou distribucni funkci.
Absolutné spojité ndhodné veliginy jsou ty, které maji hustotu pravdépodobnosti, coZ je nezdporna funkce fx: R — (0,0) takova,
ze

Fe(t) = [ f(udu

= Hustota splituje [ fx(u)du = 1.

= Neni uréena jednozna¢ng, 1ze volit fx(t) = d l}t(t) , pokud existuje.
= Px({t}) = 0 pro vSechna t.
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Kvantilova funkce

Distribucni funkce Fx (t) ¥ika, jak velka ¢ast populace mé hodnotu proménné X mensi nebo rovnu urditému limitu ¢ (nap¥. kolik
procent studenttt FEL ma véZeny priimér 1.5 nebo lepsi).

Obracené se 1ze ptat, jakd hodnota ndhodné veli¢iny odpovida urcité ¢asti populace (napf. jaky vaZeny primér je tieba, aby se
student dostal mezi 5 % nejlepsich). Pro ur¢ité a € (0,1) tak hledame takové ¢t, pro které Fx(t) = a. ProtoZe ale distribu¢ni funkce

muZe byt na néjakém intervalu konstantni, nemusi byt hledané ¢ jediné, mohou tvofit omezeny interval. Proto:

Kvantilova funkce gx : (0,1) — R je definovéna jako

(sup{t e R: P[X < t] <a}+inf{t € R: P[X < t] >a})

N =

ax(a) =

m  Cislo gx(«) se nazyva a-kvantil nghodné veli¢iny X.

®  Medidn nahodné veli¢iny je gx(0.5).

= Dolni, 4x(0.25), a horni kvartil, 4x(0.75), dale decily, centily neboli percentily, ...
® gy je neklesajici.

®  Fy agx jsou navzdjem inverzni tam, kde jsou spojité a rostouci.
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Stfedni hodnota
Stfedni hodnota ndhodné proménné X se znadi E X nebo px a je definovéna zvlast pro

m  diskrétni nahodnou veli¢inu X:

EX=) t-px(t)= ) t-px(t),

teR teQy

m  spojitou ndhodnou veli¢inu Y:

EY:/joﬂfy(t)dt‘

Pro oba ptipady plati vzorec vyuzivajici kvantilovou funkci

1
EZ= / gz(a)da.
Jo

Vlastnosti:

s Er=rE[EX)=EX

" E(X+Y)=EX+EY,E(X+r)=EX+r,EX-Y)=EX—EY
s E(rX+sY)=rEX+sEY

m  Pouze pro nezivislé veliciny: E(X - Y) =EX-EY.
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Rozptyl (disperze)

Rozptyl ndhodné proménné X se znaéi D X, 0%, var X, nebo Var(X) aje definovan jako

DX=E ((X - EX)z) = E(X?) — (EX)?,
E(X?) = (EX)* + DX,

nebo také

DX = /Ol(qx(lx) —EX)%*da.

Vlastnosti:
m DX>0
s Dr=0
» D(X+7)=DX
» D(rX)=rDX
= Pouze pro nezivislé veli¢iny: D(X+Y) =DX+D(Y),D(X —Y) = DX+ D(Y).
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Smérodatna odchylka

Smérodatna odchylka ndhodné proménné X se znaéi oy, je definovéna jako

ox = VDX = /E((X—EX)?2)

a md stejnyj fyzikdlni rozmér jako ptivodni ndhodna veli¢ina (na rozdil od rozptylu).

Vlastnosti:
m ox>0
m 0, =0
B Ox+r =0X

= ox = |rlox

= Pouze pro nezivislé ndhodné veli¢iny: ox 1y = VDX +DY = /0% + 02
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Normovana ndhodna veli¢ina
Normovand ndhodna veli¢ina je takovéd, kterd ma nulovou stfedni hodnotu a jednotkovy rozptyl:

X—-EX
ox !

norm X =

ma-li vzorec smysl. Zpétna transformace je

X =EX+ oxnorm X.
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Diskrétni rozdéleni

®  Diracovo: jediny mozny vysledek r € R.

m  Alternativni (Bernoulliho): dva moZné vysledky (obvykle oznacené 0 a 1), jeden z nich (1) ma pravdépodobnost 4.

= Rovnomérné: m moznych, stejné pravdépodobnych vysledki.

= Binomické: pocet tspé&chti z m nezavislych pokust, je-li v kazdém stejna pravdépodobnost tspéchu g € (0,1). Soucet m
nezavislych alternativnich rozdéleni.

= Poissonovo: limitni pfipad binomického rozdéleni pro m — co pii konstantnim mg = A > 0 (tedy g — 0).

®  Geometrické: potet uspéchii do prvniho netispéchu, je-li v kazdém pokusu stejnd pravdépodobnost aspéchu g € (0,1).

s Hypergeometrické: Pocet vyskytti v m vzorcich vybranych z M objektt, v nichZ je celkem K vyskyta (1 < m < K < M).
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Spojita rozdéleni
= Rovnomérné R(a,b): px je konstantni na intervalu (a, b). Hustota fg(, p), distribuéni funkce Fg(, ).
m  Normailni (Gaussovo)
= normované N(0,1): hustota ¢, distribu¢ni funkce ®.

m obecné N(y,0?): hustota I distribu¢ni funkce Fy

w02)! ne?):

m Logaritmickonormaélni (lognormélni) LN(y, 0): rozdéleni ndhodné velitiny X = ¥, kde Y ma N(u, 02).

= Exponencidlni Ex(7): napf. rozdéleni asu do prvni poruchy, jestlize (podminénd) pravdépodobnost poruchy za ¢asovy interval
(t,t + 6) zéavisi jen na 6, nikoli na ¢.
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Nahodny vektor 2
Diskrétni niahodnij vektor mé vsechny slozky diskrétni.

m Lze jej popsat sdruzenou pravdépodobnostni funkci px : R" — (0,1)
pX(tlr' . .,tn) = p[Xl = tlr' . .,XN = tN]/
kterd je nenulovd jen ve spocetné mnoha bodech.
m  Diskrétni nah. veli¢iny Xy, ..., X, jsou nezavislé pravé tehdy, kdyZ pro v8echna ty, ..., t, € R plati

n

px(ti,. .. tn) = HPXi(ti)~

Spojityy ndhodny vektor ma vSechny slozky spojité.

m  Lze jej popsat sdruzenou hustotou pravdépodobnosti, coZ je kazd4 nezdporna funkce fx : R" — (0,00) takov4, Ze pro viechny
t1,...,th €R

t t
. fx(uy, ... up)duy ... duy,.
—o0

FX(tll"'ltTl) :/

—0o0

Pokud to jde, volime fx (u1,...,uy) = %...%Fx(tl,...,tn).

m  Spojité nah. veli¢iny Xj, ..., X, jsou nezavislé pravé tehdy, kdyZz pro skoro vSechna t1,...,t, € R plati

fx(t1,...,tn) = ﬁfxi(t,’).
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Ciselné charakteristiky ndhodného vektoru

Pro nahodny vektor X = (Xj, ..., X,) definujeme
m stfedni hodnotuEX = (EX;,...,EX,),
m rozptylDX = (DXy,...,DX,),

m  kovarianéni matici

DX, cov(Xy, Xp) -+ cov(Xy, Xy)
cov(Xp, X1) DX, <o cov(Xa, Xn)
Ix = . . . . ,
cov(X,, X1) cov(X,, Xp) .- D X,

kterd je symetricka, pozitivné semidefinitni a na diagonale ma rozptyly D X; = cov(X;, X;),

m  korela¢ni matici

1 (X1, X2) 0 p(X1,Xn)
p(X2, X1) 1 e p(Xa, Xn)
Px = : : .. : ’
p(Xu, X1)  p(Xu, X2) -+~ 1

kterd je symetricka, pozitivné semidefinitni a na diagonéle ma jedni¢ky (o(X;, X;) = 1).
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Kovariance a korelace

Kovariance dvou ndhodnych veli¢in X, Y je mira toho, jak Korelace (Pearsontiv korela¢ni koeficient) dvou ndhodnych
moc se proménné X, Y spoletné méni. Je definovana veli¢in X, Y popisuje silu linedrni zdvislosti. Definujeme jej
(existuji-li rozptyly D X, DY) jako jako kovarianci normovanych veli¢in X, Y, tj.
cov(X,Y) =E(X—-EX)(Y-EY)) = o(X,Y) = cov(norm X,normY) =
=E(XY)-EX-EY _cov(X,Y)

i =
Poznamka: Pro rozptyl sou¢tu 2 ndhodnych veli¢in (i XoY

zavislych) plati =E(norm X - normY)

D(X+Y)=DX+DY +2cov(X,Y). Vlastnosti korelace:
= p(XrY) € <_1/1>

Vlastnosti kovariance: B p(X,X)=1,p(X,-X) = —1

= cov(X,X)=DX,cov(X,—-X)=—-DX = p(X,Y)=p(Y,X)
= cov(X,Y) = cov(Y, X) m p(aX+Db,cY+d) =signacp(X,Y)
= cov(aX +b,cY +d) =accov(X,Y) m  Pro nezivislé ndhodné veli¢iny X, Y je p(X,Y) = 0.

m  Pro nezivislé nahodné veli¢iny X, Y je cov(X,Y) = 0.

Pokud p(X,Y) = 0acov(X,Y) = 0, neznamend to, ze veli¢iny X, Y jsou nezavislé! Takové veli¢iny nazyvame nekorelované.
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Korelace: priklady

Korela¢ni koeficienty pro ndhodné vybéry (viz pozdéji) ze sdruZeného rozdéleni ndhodnych veli¢in X a Y:

|

b bbb o

r=-—1 r=0.76 r=—044 r=20
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A déale nés ¢eka statistika...

Existuji t7i druhy IZi: 1Zi, naprosté 1Zi a statistiky.

Benjamin Disraeli
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