


Teorie pravdépodobnosti neni v podstaté nic jiného nez
vyjddieni obecného povédomi pocitdnim.
P. S. de Laplace
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Pravdépodobnost a relativni cetnost

Pokusy, vysledky nejsou jednoznacné predurceny
podminkami, za kterych probihaji.

Pokusy, které jsou (teoreticky) neomezené mnohokrat
opakovatelné, nazyvame ndhodné pokusy.

e hdzeni hracimi kostkami nebo mincemi, tahdni lost z osudi,
michdni karet

e Praxe: vybérova Setfeni lze realizovat nahodny vybér
losovanim -> lze urcit pravdép., s jakymi dostavame vybéry
strukturou odlisné od zdkladniho souboru (populace)

Vyznam poctu pravdépodobnosti: vhodné vyjadieni ¢i
zachyceni ndhodné stranky experimentt napf. v biologii
a mediciné
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Nahodny jev

Jakékoli tvrzeni o vysledku, o kterém lze po uskutecnéni pokusu ¢i pozorovdni
rozhodnout, zda je i neni pravdivé

Spajnlcovy graf

e Napft. ndhodny jev A "narozeni chlapce™ |
v okamziku poceti, i tésné pied
porodem neni predpovéd pohlavi 081

budouciho novorozence prilis spolehliva
08

Zaznamenavani jevu do posloupnosti

o Cetnost, s jakou nastava A pro lib. 2y

dlouhou posl. charakterizuje, 0

e n...délka posloupnosti (rozsah vybéru)

Relativni Eetnost marzeni chilapce

o ¥ 5 05 II"".: II" T Vo .."l. .I"'"."\.. i
e r...pocet narozenych chlapct L/ /

e r...absolutni ¢etnost 04

e r/n ... relativni cetnost vyskytu 1 10 100
nahodného jevu A ve vybéru Potet narozensich déd
{heganitmicks stupnice)
o rozsahu n

)4 n /4 n o
e S rostoucim rozsahem vybéru se rel. Rel. ¢etnost "narozeni chlapce” (log. stupnice)

Cetnosti ustaluji kolem o,5
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Pravdépodobnost nahod. jevu

Ndhodny jev A je charakterizovan ¢islem P(A), které je mirou
,Castosti” vyskytu tohoto jevu a nazyva se pravdépodobnost ndhodného
jevu A.

Zakladni vlastnosti

P(A) nabyva hodnot z <o;1>, V pripadé, Ze A je jisty jev (nastava vzdycky), je
P(A)=1. V pripadé, Ze A je nemozny jev (nikdy nenastane), je P(A)=o.
Mnohonasobné nezavislé opakovani nah. pokusu: prakticky jisté, ze se
relativni ¢etnost vyskytu nahodného jevu A jen nepatrné lisi od P(A)

P(A) nepatrné odli$ny od o: prakticky jisté, Ze pti jediném pokusu A
nenastane

P(A) nepatrné odlisny od 1: prakticky jisté, Ze pfi jediném pokusu A
nastane

V praxi pravdépodobnosti nah. jevii odhadujeme pomoci rel. ¢etnosti.
Kvalita odhad vzrista s rostoucim poc¢tem provedenych pokusii
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‘Odhady: statistické udaje

Odhad pravdép. nah. jevu Pocet Zivé Celiflfi‘;z‘lm

narozeni chlapce” v nasi Rok narcszéet?ych " arepent

pOPUIaCI chlapce”
Rel. ¢etnosti "narozeni 1966 222 615  0,5131
chlapce” z celkového poctu 1967 215985  0,5146
zivé narozenych déti v CSSR 1968 213807 05138
(1966-1975) 1969 222934| 0,545
Rel. ¢etnosti "narozeni 1970 228531)  0,5125
chlapce” se v jedn. letech 1971 2k S
témér nelisi 1972 251455 0,5133
Lze usuzovat: P(A) se neméni i ek 7(6)3 05144
- 0 néco vys$si neZ 0,51 e 2923071 9,535
1975 289 425|  0,5108
Celkem 2 448 064 0,5133




Pravidla pro pocitani s pravdep.
V praxi se zajimame o vice jevii soucasné a o jejich
vzajemné interakce.

C = (A,B) ... nastanou oba jevy A a B soucasné

D = (A nebo B) ... nastane alespon jeden z jevi A a B,
tj. bud’ jev A, nebo jev B, ¢i oba jevy A a B soucasné (t;.
jev C).

Pomoci pravdépodobnosti jevii A, Ba C = (A,B):

P(A nebo B) = P(A) + P(B) - P(A,B)
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Priklad 1

V nahodné vybrané skupiné 140 muzi véku 40-50 let
ohroZzenych aterialni hypertenzi se vyskytl rizikovy faktor
"zvysSeny cholesterol” (jev A) ve 37 pripadech a rizikovy
faktor "kouieni” (jevB) v 98 pripadech. Ve 31 pripadech
jsme zjistili soucasny vyskyt obou rizikovych faktort.
Odhadnéte pomoci relativnich cetnosti pravdépodobnosti
vyskytu jevi A, B,C=(A,B)a D= (A nego B).

Reseni:

 P(A)=37/140=0,2643

e P(B)=98/140=0,7

e P(C) =31/140=0,2214

e P(D)=0,2643+0.7-0,2214=0,7429



Neslucitelne jevy
Nemohou nastat soucasné
P(AB) =o

pravidlo o sc¢itani pravdépodobnosti:
P(A nebo B)=P(A)+P(B)
obecnéji:
P(A, nebo A, nebo ...nebo A,) =2k P(A))

Specialni pripad: opa¢né jevy (doplnkové jevy)
® A, —A
e napft. "narozeni chlapce” a "narozeni divky,

P(—A)=1-P(A)
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Ptiklad 2

Pravdépodobnost jevu A "narozeni chlapce” je o,51,
spoctéte pravdépodobnost jevu —A "narozeni divky"

Reseni: Jev —A "narozeni divky" je opa¢nym jevem
k jevu A "narozeni chlapce,

P(-A)=1-P(A)=1-0,51=0,49
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Podminéna pravdepodobnost
Slucitelné jevy mohou nastat soucasné
Nelze pouzit pravidlo o s¢itani pravdépodobnosti, ale: a.

P(A nebo B) =P(A) + P(B) - P(A,B)

Neékdy se zajimame o vyskyt A jen, pokud nastal urcity jev B s kladnou pravdépodobnosti (tj.
muZe nastat)

Vime-li Ze nastal B, m{ize se tim zménit i pravdépodobnost vyskytu A:
e Jevy neslucitelné s B se stanou nemoznymi
* Jevy deterministicky ur¢ené B se stanou jistymi (obr.: A nastava vzdy, kdyZ nastane jev B)

@ ’

e Ostatni jevy se mohou vyskytnout s pravdépodobnostmi obecné odlisSnymi od ptivodnich
Pravdépodobnosti jev, zjisténé za podminky vyskytu jevu B, se nazyvaji podminéné
pravdépodobnosti vzhledem k jevu B.

Podminénd pravdépodobnost jevu A vzhledem k jevu B je definovana: P(A|B) =

e Tudiz pravdépodobnost soucasného vyskytu dvou jevi Aa B F(4,B)=F(4|B)P(E)




Priklad 3

Odhadnéte I17)odrninénou pravdépodobnost vyskytu faktoru "zvysSeny
cholesterol” (jev A) za podminky vyskytu faktoru "koureni" (jev BX -
viz pfiklad 1

Resent:

Odhad P(A|B) spocteme, jestlize za pravdépodobnosti

jevli A a B dosadime jejich odhady pomoci relativnich cetnosti.
Dostaneme

P(A|B) = 0,2214/0,7 = 0,3163

Stef'n}’l vysledek musime dostat, jestlize z celkového poctu 98 ptipadd,
ve kterych nastal B, stanovime pocet pripadd, ve kterych zaroven nastal
jev A: 31

Odhad je tedy P(A|B) = 31/98 = 0,3163 a vyjadtuje relativni ¢etnost
jevu A mezi pripady, kdy nastal jev B
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Nezavislé jevy
Jevy A a B jsou nezdvislé, jestlize vyskyt jednoho jevu

neovliviiuje vyskyt druhého jevu. Matematickeé
vyjadieni tohoto faktu zapiSeme pomoci podminéné

pravdépodobnosti jako P(A|B) = P(A) nebo
obdobné P(B|A) = P(B).
Vidime tedy, Ze pro nezavislé jevy A, B plati
pravidlo o ndsobeni pravdépodobnosti:
P(A, B) = P(A)P(B)
Obecnéji:
P(A,A, ..,A)=PA)PA)..P(A)
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Priklad 4

Zjistéte, zda faktory A a B uvedené v prikladu 1 se
vyskytuji nezavisle, jestlize vypoctené relativni
Cetnosti povazujeme za skute¢né pravdépodobnosti.

Resent:

V piipadé nezavislosti faktora A a B plati P(A|B)=P(A).
Z dat prikladu dostavame P(A|B)=0,3163, coz se lisi od
pravdépodobnosti P(A)=0,2643. Jevy A a B tedy
nejsou nezavislé.
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Priklad 5

Jev A: "prvni novorozenec narozeny v pristim kalendainim
roce v CR je chlapec”

Jev B: "druhy novorozenec narozeny v pristim kalendarnim
roce v CR je chlapec”

Vyloucime-li vicecetné porody, spoctéte pravdépodobnost
jevu C, Ze "oba novorozenci jsou chlapci® za predpokladu,
ze pravdepodobnost narozeni chlapce je 0,51

Resent:
Vyskyt jevu A neovliviiuje vyskyt jevu B, tudiz

jevy A a B jsou nezadvislé. Pravdepodobnost jevu C = (A,B),
Ze oba novorozenci jsou chlapc1

P(C) = P(A)P(B) = 0,51*0,51 = 0,2601
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Priklad 6

Pravdép. jevu A "osoba ma pravé oko modré” je 0,3 a
pravdép. jevu B "osoba ma levé oko modré" je také o,3.

Jestlize pravdépodobnost, zZe "osoba ma pravé oko modré'
za podminky, Ze nastal jev "osoba ma levé oko modré" je
rovna 1, spoctéte pravdépodobnost jevu C "osoba ma obé
o¢i modré".

!

Reseni: Jevy A a B nejsou nezdavislé, nebot
P(A) =0,3a P(A|B)=1
Pravdépodobnost jevu C = (A, B):

P(C) = P(AlB)P(B) = 1*0)3 = 0,3
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riklad 7

Za predpokladu, ze pravdépodobnost narozeni chlapce je 0,51, spoctéte, jaka je
pravdépodobnost, Ze v sérii ¢tyr }?o sobé narozenych déti (viceCetné porody
vylouc¢ime), bude pravé jeden chlapec.

Resent:
Oznac¢me C jev, Ze mezi ¢tyfmi novorozenci je pravée jeden chlapec. Konkrétni
moznosti, které vytvareji jev C, jsou:
C,=(A, —A, —A, —A) ... chlapec se narodi jako prvni, C, =(=A, A, —A, —A) ...
R e
C, C,, C,aC, ...vzdjemné neslucitelné.
Z pravi(ila o s¢itani pravdépodobnosti:

P(C) = P(C) + P(C,) + P(C,) + P(C))
Pravdépodobnosti jevi C, C,, C;a C, jsou vSechny stejné a jsou vypocteny
pomoci pravidla o nasobeni pravdépodobnosti. Napt-:

P(C,) = P(A)P(-A)P(-A)P(—=A) = 0,51%0,493 = 0,06

P(C) = 4%0,06 = 0,24
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Bayesuv vzorec

Predpokladejme, Ze nahodné jevy B, kde i=1, 2, 3, ..., k,
jsou vzajemné neslucitelné a v kazdém pokusu nastava
pravé jeden z nich, takZe musi platit:

P(B,nebo B, nebo ...nebo B,) 2k P(B.) =1

Zname-li podminéné pravdépodobnosti jevu A za
podminky vyskytu jevu B;: P(A|B,) pro i=1, 2, 3, ..., k,
potom pravdépodobnost jevu A lze vyjadrit:

P(A)=2*P(A, B;) = XX P(A|B;)P(B;)
- Pravidlo o uplné pravdépodobnosti
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riklad 8

Piedpoklad: pravdépodobnost "arazu" (jev A)

e u'"ditéte" (jevB,)je P(A|B,) = 0,2,

e u"osobyvreprodukénim véku" (jev B,) je P(A|B,) = 0,2

* u"osoby v postreprodukénim véku” (jev B,) je P(A|B,) = 0,4
Pravdépodobnosti, Ze osoba bude patfit do nektere v/ techto skupin,
jsou P(B,)=0,25, P(B )=0,6 a P(B,)=0,15
Spoctéte pravdépodobnost trazu v dané populaci.

Resent:

B, B, a B, jsou vzdjemné neslucitelné a v kazdém piipadé€ nastava pravé jeden
Z nic

Ze Znalostl podminénych pravdépodobnosti vyskytu turazu v jednotlivych

vékovych kategoriich obyvatelstva a ze znalosti pravdépodobnosti téchto
kategorii spo¢teme pravdépodobnost trazu v populaci jako:

P(A) = P(A|B, )P(B ) + P(A|B )P(B,) + P(A|B,)P(B,) =
= 0,270,25 + 0,2 o,6+o,4 0,15 = 023
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Bayesuv vzorec

... udava, jakym zptisobem vypocitame
pravdépodobnosti P(B;|A) jevu B; za podminky, Ze nastal
jev A, jestliZe zname apriorni pravdépodobnosti P(B;)

a podminéné pravdépodobnosti pro vSechny jevy B,

i=1, 2, 3, ..., k. Bayestiv vzorec ma tvar

PIIE;,-'lf-l:I — f(‘qlgj'jP(B?'] _
> P(AIBF(B:)
Odvozeni Bayesova vzorce: F(B:;4) = P4, By = P(A|B,)P(By),
P(B |}1]| — P(B; 4) _ P{A|B;)F(B;)
’ P4) P(4)

kde P(4) = ) P[4, B =) PlA|B)P(B).

=1 =1
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riklad 9

Pravdépodobnost, Ze "osoba je kufak” (jev A) ve skupiné "osob

s chronickou bronchitidou” (jev B,) je P(A|B,) = 0,75
Pravdépodobnost, Ze "osoba je kurak" ve skupiné "osob bez chronické
bronchitidy" (jev B,) je P(A|B,) = 0,5

Pravdépodobnost "vyskytu osoby s chronickou bronchitidou”

v populaci P(B,) = 0,4

Pravdépodobnost "vyskytu osoby bez chronické bronchitidy”

v populaci P(B,) = 0,6.

Spoctéte pravdépodobnost vyskytu chronické bronchitidy u kutaka.

Reseni: Pomoci Bayesova vzorce dostaneme, Ze pravdépodobnost
vyskytu chronické bronchitidy u kutdka je

P(A|B P[5 B
P(A|B1)P(E1) + P(A|B2)P[Ba)
0,76 - 0,410
|:|,'F5 . I:I!-q_-l:l + |:|,5|:| . |:|,|3|:|

P(By|4) =

= 0,50.
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Sance a pravdépodobnost

Rekneme-li Ze $ance O(A) (odds) zadvodniho koné na prvni misto
v dostihovém zavodé (jev A) je 1 ku 4, znamena to, Ze kan zavod
vyhrajes P(A) =1/5 =0,2.

Prevod sanci na pravdépodobnosti: se¢tenim 1 + 4 = 5 dostaneme
jmenovatel zlomku pro vyjadfeni pravdépodobnosti vyhry, tj. 1/5.

Pro libovolny nahodny jev A tedy plati: Sance O(A) vyskytu jevu A je

Pl4) _ _Fi4) _ _Of4)
Bl-A] - 1—P[A] P = ey

O(A) =




