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Ćıle materiálu:

Text poskytuje řešené úlohy jako podp̊urný výukový materiál ke cvičeńı předmětu RZN na
bayesovské śıtě. Materiál doplňuje úlohy uvedené v přednáškách: Grafické pravděpodobnostńı
modely – úvod, Grafické pravděpodobnostńı modely – inference, Grafické pravděpodobnostńı
modely – učeńı.

1 Inference

Př́ıklad 1. Pro śıť na obrázku poč́ıtejte marginálńı a podmı́něné pravděpodobnosti Pr(¬p3),
Pr(p2|¬p3), Pr(p1|p2,¬p3) a Pr(p1|¬p3, p4). Použijte metodu výčtové inference.

Výčtová inference pravděpodobnosti vyč́ısluje vysč́ıtáńım p̌res sdružené pravděpodobnosti atomických
událost́ı. Ty poč́ıtá z definice śı̌tového modelu: Pr(P1, . . . , Pn) = Pr(P1|rodice(P1))×· · ·×Pr(Pn|rodice(Pn)).
Nevyuž́ıvá vztahů podḿıněné nezávislosti k daľśım zjednodušeńım. Jde o rutinńı, snadno formalizo-
vatelný, ale výpočetně náročný postup. Počet operaćı roste exponenciálně s počtem proměnných.
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Pr(¬p3) =
∑

P1,P2,P4

Pr(P1, P2,¬p3, P4) =
∑

P1,P2,P4

Pr(P1)Pr(P2|P1)Pr(¬p3|P2)Pr(P4|P2) =

= Pr(p1)Pr(p2|p1)Pr(¬p3|p2)Pr(p4|p2) + Pr(p1)Pr(p2|p1)Pr(¬p3|p2)Pr(¬p4|p2)+
+ Pr(p1)Pr(¬p2|p1)Pr(¬p3|¬p2)Pr(p4|¬p2) + Pr(p1)Pr(¬p2|p1)Pr(¬p3|¬p2)Pr(¬p4|¬p2)+
+ Pr(¬p1)Pr(p2|¬p1)Pr(¬p3|p2)Pr(p4|p2) + Pr(¬p1)Pr(p2|¬p1)Pr(¬p3|p2)Pr(¬p4|p2)+
+ Pr(¬p1)Pr(¬p2|¬p1)Pr(¬p3|¬p2)Pr(p4|¬p2) + Pr(¬p1)Pr(¬p2|¬p1)Pr(¬p3|¬p2)Pr(¬p4|¬p2) =
= .4× .8× .8× .8 + .4× .8× .8× .2 + .4× .2× .7× .5 + .4× .2× .7× .5+
+ .6× .5× .8× .8 + .6× .5× .8× .2 + .6× .5× .7× .5 + .6× .5× .7× .5 =
= .2048 + .0512 + .028 + .028 + .192 + .048 + .105 + .105 = .762

Pr(p2|¬p3) =
Pr(p2,¬p3)
Pr(¬p3)

=
.496
.762

= .6509

Pr(p2,¬p3) =
∑

P1,P4

Pr(P1, p2,¬p3, P4) =
∑

P1,P4

Pr(P1)Pr(p2|P1)Pr(¬p3|p2)Pr(P4|p2) =

= Pr(p1)Pr(p2|p1)Pr(¬p3|p2)Pr(p4|p2) + Pr(p1)Pr(p2|p1)Pr(¬p3|p2)Pr(¬p4|p2)+
+ Pr(¬p1)Pr(p2|¬p1)Pr(¬p3|p2)Pr(p4|p2) + Pr(¬p1)Pr(p2|¬p1)Pr(¬p3|p2)Pr(¬p4|p2) =
= .4× .8× .8× .8 + .4× .8× .8× .2 + .6× .5× .8× .8 + .6× .5× .8× .2 =
= .2048 + .0512 + .192 + .048 = .496

Pr(p1|p2,¬p3) =
Pr(p1, p2,¬p3)
Pr(p2,¬p3)

=
.256
.496

= .5161

Pr(p1, p2,¬p3) =
∑
P4

Pr(p1, p2,¬p3, P4) =
∑
P4

Pr(p1)Pr(p2|p1)Pr(¬p3|p2)Pr(P4|p2) =

= Pr(p1)Pr(p2|p1)Pr(¬p3|p2)Pr(p4|p2) + Pr(p1)Pr(p2|p1)Pr(¬p3|p2)Pr(¬p4|p2) =
= .4× .8× .8× .8 + .4× .8× .8× .2 = .2048 + .0512 = .256

Pr(p2,¬p3) = Pr(p1, p2,¬p3) + Pr(¬p1, p2,¬p3) = .256 + .24 = .496

Pr(¬p1, p2,¬p3) =
∑
P4

Pr(¬p1, p2,¬p3, P4) =
∑
P4

Pr(¬p1)Pr(p2|¬p1)Pr(¬p3|P2)Pr(p4|P2) =

= Pr(¬p1)Pr(p2|¬p1)Pr(¬p3|p2)Pr(p4|p2) + Pr(¬p1)Pr(p2|¬p1)Pr(¬p3|p2)Pr(¬p4|p2) =
= .6× .5× .8× .8 + .6× .5× .7× .2 = .192 + .048 = .24
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Pr(p1|¬p3, p4) =
Pr(p1,¬p3, p4)
Pr(¬p3, p4)

=
.2328
.5298

= .4394

Pr(p1,¬p3, p4) =
∑
P2

Pr(p1, P2,¬p3, p4) =
∑
P2

Pr(p1)Pr(P2|p1)Pr(¬p3|P2)Pr(p4|P2) =

= Pr(p1)Pr(p2|p1)Pr(¬p3|p2)Pr(p4|p2) + Pr(p1)Pr(¬p2|p1)Pr(¬p3|¬p2)Pr(p4|¬p2) =
= .4× .8× .8× .8 + .4× .2× .7× .5 = .2048 + .028 = .2328

Pr(¬p3, p4) = Pr(p1,¬p3, p4) + Pr(¬p1,¬p3, p4) = .2328 + .297 = .5298

Pr(¬p1,¬p3, p4) =
∑
P2

Pr(¬p1, P2,¬p3, p4) =
∑
P2

Pr(¬p1)Pr(P2|¬p1)Pr(¬p3|P2)Pr(p4|P2) =

= Pr(¬p1)Pr(p2|¬p1)Pr(¬p3|p2)Pr(p4|p2) + Pr(¬p1)Pr(¬p2|¬p1)Pr(¬p3|¬p2)Pr(p4|¬p2) =
= .6× .5× .8× .8 + .6× .5× .7× .5 = .192 + .105 = .297

Závěr: Pr(¬p3) = 0.762, Pr(p2|¬p3) = 0.6509, Pr(p1|p2,¬p3) = 0.5161, Pr(p1|¬p3, p4) = 0.4394.

Př́ıklad 2. Pro stejnou śıť poč́ıtejte stejné marginálńı a podmı́něné pravděpodobnosti.
Využijte vlastnost́ı orientovaného grafického modelu ke zjednodušeńı manuálńıho výpočtu.

V p̌ŕıpadě Pr(¬p3) (a analogicky i p̌ri výpočtu Pr(p2|¬p3)) je P4 nedotazovaným a nepozorovaným
listem. Lze jej vypustit beze změny výsledku.

Pr(¬p3) =
∑

P1,P2

Pr(P1, P2,¬p3) =
∑

P1,P2

Pr(P1)Pr(P2|P1)Pr(¬p3|P2) =

= Pr(p1)Pr(p2|p1)Pr(¬p3|p2) + Pr(p1)Pr(¬p2|p1)Pr(¬p3|¬p2)+
+ Pr(¬p1)Pr(p2|¬p1)Pr(¬p3|p2) + Pr(¬p1)Pr(¬p2|¬p1)Pr(¬p3|¬p2) =
= .4× .8× .8 + .4× .2× .7 + .6× .5× .8 + .6× .5× .7 =
= .256 + .056 + .24 + .21 = .762

Ke stejnému závěru jako p̌ri vypuštěńı proměnné na základě grafu dojdeme i úpravou výrazu:

Pr(¬p3) =
∑

P1,P2,P4

Pr(P1, P2,¬p3, P4) =
∑

P1,P2,P4

Pr(P1)Pr(P2|P1)Pr(¬p3|P2)Pr(P4|P2) =

=
∑

P1,P2

Pr(P1)Pr(P2|P1)Pr(¬p3|P2)
∑
P4

Pr(P4|P2) =
∑

P1,P2

Pr(P1)Pr(P2|P1)Pr(¬p3|P2)× 1

Analogické zjednodušeńı poslouž́ı i k výpočtu Pr(p2,¬p3) a t́ım i Pr(p2|¬p3):

Pr(p2,¬p3) =
∑
P1

Pr(P1, p2,¬p3) =
∑
P1

Pr(P1)Pr(p2|P1)Pr(¬p3|p2) =

= Pr(p1)Pr(p2|p1)Pr(¬p3|p2) + Pr(¬p1)Pr(p2|¬p1)Pr(¬p3|p2) =
= .4× .8× .8 + 6× .5× .8 = .256 + .24 = .496
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V p̌ŕıpadě Pr(p1|p2,¬p3) využijeme vztahu P1 ⊥⊥ P3|P2 – P2 je lineárńım spojeńım mezi P1 a P3,
pozorováńım P2 se cesta p̌reruš́ı a uzly P1 a P3 jsou d-odděleny. Pr(p1|p2,¬p3) lze zjednodušit na
Pr(p1|p2) a využ́ıt snadné vyč́ıslitelnosti této psti (lze si p̌redstavit, že P3 i P4 jsou opět nepozorované a
nedotazované listy nebo zjednodušit výraz pro výpočet sdružené psti zanedbáńım jednotkového chvostu):

Pr(p1|p2) =
Pr(p1, p2)
Pr(p2)

=
.32
.62

= .5161

Pr(p1, p2) = Pr(p1)Pr(p2|p1) = .4× .8 = .32

Pr(p2) = Pr(p1, p2) + Pr(¬p1, p2) = .32 + 0.3 = .62

Pr(¬p1, p2) = Pr(¬p1)Pr(p2|¬p1) = .6× .5 = .3

V p̌ŕıpadě Pr(p1|¬p3, p4) žádné zjednodušeńı použ́ıt nelze.

Závěr: Důsledné využit́ı vlastnost́ı grafických model̊u a p̌redpoč́ıtáváńı opakuj́ıćıch se výpočt̊u výrazně
zjednodušuje a urychluje výpočet.

Př́ıklad 3. Pro stejnou śıť znovu poč́ıtejte podmı́něnou pravděpodobnost Pr(p1|p2,¬p3)
pomoćı vzorkováńı. Diskutujte výhody a nevýhody dopředného a Gibbsova vzorkováńı. V
tabulce je k dispozici výstup uniformńıho náhodného generátoru na intervalu (0,1), použijte
jej ke tvorbě vzork̊u.

r1 r2 r3 r4 r5 r6 r7 r8 r9 r10

0.2551 0.5060 0.6991 0.8909 0.9593 0.5472 0.1386 0.1493 0.2575 0.8407
r11 r12 r13 r14 r15 r16 r17 r18 r19 r20

0.0827 0.9060 0.7612 0.1423 0.5888 0.6330 0.5030 0.8003 0.0155 0.6917

Nejprve použijeme dopředné vzorkováńı. Uzly uspǒrádáme topologicky (stač́ı použ́ıt značeńı proměnných,
P1 < P2 < P3 < P4). Vzorky budeme generovat postupně takto:

• Pr(p1) > r1 → p1,

• Pr(p2|p1) > r2 → p2,

• Pr(p3|p2) < r3 → ¬p3,

• P4 je pro danou pravděpodobnost irelevantńı,

• Pr(p1) < r4 → ¬p1,

• Pr(p2|¬p1) < r5 → ¬p2,

• Pr(p3|¬p2) < r6 → ¬p3,

• . . .

Použit́ım prvńıch 18 náhodných č́ısel źıskáme 6 vzork̊u uvedených v tabulce. V úvahu vezmeme vzorky,
které splňuj́ı podḿınkovou část vyč́ıslované pravděpodobnosti, pravděpodobnost odhadneme jako pod́ıl
z těchto vzork̊u, u kterých nastal i jev p1:
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p1 p2 p3 p4 p5 p6

P1 T F T F F F
P2 T F T T T F
P3 F F F F F F
P4 ? ? ? ? ? ?

Pr(p1|p2,¬p3) ∼ N(p1, p2,¬p3)
N(p2,¬p3)

=
2
4

= 0.5

Závěr: I s relativně malým počtem vzork̊u jsme se p̌ribĺıžili skutečné hodnotě odhadované pravděpodonosti.
Počet vzork̊u pro spolehlivý odhad by ale musel být řádově vyš̌śı. Nevýhodou dop̌redného vzorkováńı je
to, že řada vygenerovaných vzork̊u z̊ustane nepoužita (viz p2 a p6). Zastoupeńı zbytečně generovaných
vzork̊u by dále nar̊ustalo pro méně časté podḿınky uzl̊u s vysokými topologickými indexy, p̌ŕıkladem je
Pr(p1|¬p3, p4). Pro věťśı śıtě je použit́ı dop̌redného vzorkováńı nevhodné.

Gibbsovo vzorkováńı eliminuje nevýhodu uvedenou výše. Abychom ale mohli generovat vzorky,
je ťreba vyč́ıslit pravděpodobnosti Pr(Pi|MB(Pi)), kde MB je Markov blanket uzlu Pi, tedy všechny
rodiče uzlu Pi, následńıci uzlu Pi a jejich rodiče. Vyč́ısleńı se provede pro všechny proměnné, které
nejsou dány podḿınkou, pop̌ŕıpadě jsou relevantńı. V dané úloze bychom museli vyč́ıslit Pr(P1|P2).
Pravděpodobnosti Pr(P2|P1, P3, P4), Pr(P3|P2) a Pr(P4|P2) neńı nutné stanovit (P2 a P3 jsou po-
zorované a tud́ıž zafixované, P4 je irelevantńı), dvě posledńı pravděpodobnosti bychom odečetli p̌ŕımo
v śıti. Samotné nalezeńı Pr(P1|P2) je ale de facto řešeńım problému Pr(p1|p2,¬p3). Plyne z toho, že
Gibbsovo vzorkováńı je vhodné pouze pro věťśı śıtě, kde plat́ı ∀i = 1 . . . n |MB(Pi)| � n.

Závěr: Gibbsovo vzorkováńı má smysl pro velké śıtě, kde ∀Pi : |MB(Pi)| � n, kde n je celkový počet

proměnných.

Př́ıklad 4. Nechť před budovou fakulty jezd́ı tři linky tramvaje – 6, 22 a 24. Linka 22
jezd́ı častěji než 24, ta jezd́ı častěji než linka 6 (poměr je 5:3:2 a je zachován po celou dobu
provozu). Na lince 6 jezd́ı ve dne krátká souprava v 9 z 10 př́ıpad̊u, večer je krátká vždy.
Na lince 22 jede krátká souprava jen zř́ıdka večer (pouze v 1 z 10 př́ıpad̊u). Na lince 24 se
m̊uže krátká souprava objevit kdykoli, obvykle ale jezd́ı souprava dlouhá (8 z 10 př́ıpad̊u).
Na Albertov jezd́ı linka 24, linky 6 a 22 jedou na IP Pavlova. Ke změně trasy dojde pouze
když tramvaje jednou do vozovny (nechť 24 má vozovnu směrem na IP Pavlova a 6 a 22
směrem na Albertov). Do vozovny jezd́ı každá desátá tramvaj rovnoměrně po celou dobu
provozu. Večer je od 18 do 24 hod, den je od 6 do 18 hod.

a) Nakreslete správnou, efektivńı a př́ıčinnou bayesovskou śıť.

b) Anotujte śıť tabulkami podmı́něných pst́ı.

c) Je večer. Do zastávky vj́ı̌zd́ı krátká tramvaj. Jaká je pravděpodobnost, že pojede na
Albertov?

d) V zastávce na KN čelně pozoruji tramvaj 22. Bude dlouhá nebo krátká?

Ad a) a b)

5



Které vztahy podḿıněné nezávislosti v realitě plat́ı:

• V ⊥⊥ C|∅ – neznám-li délku tramvaje, pak č́ıslo nesouviśı s denńı dobou.

• D ⊥⊥ S|C – znám-li č́ıslo tramvaje, pak délka nesouviśı se směrem.

• V ⊥⊥ S|C – znám-li č́ıslo tramvaje, pak denńı doba nesouviśı se směrem.

• V ⊥⊥ S|∅ – neznám-li délku tramvaje, pak denńı doba nesouviśı se směrem.

Ad c) Vyč́ıslujeme Pr(S = albertov|V = vecer,D = kratka), celá cesta od V k S je otev̌rena (V je
p̌ripojen p̌res pozorovaný konvergentńı uzel D, ten p̌res nepozorovaný divergentńı uzel C, plat́ı S>>V |D,
S>>D|∅). Zjednodušeńı lze dosáhnout uspǒrádáńım proměnných a vypuštěńım S ve jmenovateli:

Pr(S = albertov|V = vecer,D = kratka) =
Pr(S = albertov, V = vecer,D = kratka)

Pr(V = vecer,D = kratka)
=

=
∑

C Pr(V = vecer, C,D = kratka, S = albertov)∑
C,S Pr(V = vecer, C,D = kratka, S)

=

=
Pr(V = vecer)

∑
C Pr(C)Pr(D = kratka|V = vecer, C)Pr(S = albertov|C)

Pr(V = vecer)
∑

C Pr(C)Pr(D = kratka|V = vecer, C)
∑

S Pr(S|C))
=

=
∑

C Pr(C)Pr(D = kratka|V = vecer, C)Pr(S = albertov|C)∑
C Pr(C)Pr(D = kratka|V = vecer, C)

=

=
1
5 × 1× 1

10 + 1
2 ×

1
10 ×

1
10 + 3

10 ×
1
5 ×

9
10

1
5 × 1 + 1

2 ×
1
10 + 3

10 ×
1
5

= .2548

Ad d) K vyč́ısleńı Pr(D = dlouha|C = 22) postač́ı informace uložená v uzlech V a D, provedeme
vysč́ıtáńı proměnné V :

Pr(D = dlouha|C = 22) =
∑
V

Pr(D = dlouha, V |C = 22) =

=
∑
V

Pr(V |C = 22)× Pr(D = dlouha|V,C = 22) =

=
∑
V

Pr(V )× Pr(D = dlouha|V,C = 22) =

=
1
3
× 9

10
+

2
3
× 1 = .9667
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2 Testy (podmı́něné) nezávislosti, volba struktury

Př́ıklad 5. Na základě ńı̌ze uvedené frekvenčńı tabulky rozhodněte o vztahu mezi veličinami
A a B.

c ¬c
b ¬b b ¬b

a 14 8 25 56
¬a 54 25 7 11

Lze uvažovat vztah nezávislosti (A ⊥⊥ B|∅) a podḿıněné nezávislosti (A ⊥⊥ B|C). Budeme demonstrovat
ťri postupy analýzy možného vztahu. Prvńı vycháźı z definice nezávislosti a je pouze ilustrativńı. Daľśı
dva vycháźı z prakticky použ́ıvaných metod.

Postup 1: Prosté porovnáńı (podḿıněných) pravděpodobnost́ı.

Na nezávislost lze usuzovat z ńıže uvedených vztahů:
A ⊥⊥ B|∅ ⇔ Pr(A,B) = Pr(A)Pr(B)⇔ Pr(A|B) = Pr(A) ∧ Pr(B|A) = Pr(B)

Na základě frekvenčńı tabulky proveďme MLE odhad výše uvedených pst́ı:
Pr(a|b) = 39

100 = 0.39, P r(a|¬b) = 64
100 = 0.64, P r(a) = 103

200 = 0.51
Pr(b|a) = 39

103 = 0.38, P r(b|¬a) = 61
97 = 0.63, P r(b) = 100

200 = 0.5

Na podḿıněnou nezávislost lze usuzovat z ńıže uvedených vztahů:
A ⊥⊥ B|C ⇔ Pr(A,B|C) = Pr(A|C)Pr(B|C)⇔ Pr(A|B,C) = Pr(A|C)∧Pr(B|A,C) = Pr(B|C)

Na základě frekvenčńı tabulky proveďme MLE odhad výše uvedených pst́ı:
Pr(a|b, c) = 14

68 = 0.21, P r(a|¬b, c) = 8
33 = 0.24, P r(a|c) = 22

101 = 0.22
Pr(a|b,¬c) = 25

32 = 0.78, P r(a|¬b,¬c) = 56
67 = 0.84, P r(a|¬c) = 81

99 = 0.82
Pr(b|a, c) = 14

22 = 0.64, P r(b|¬a, c) = 54
79 = 0.68, P r(b|c) = 68

101 = 0.67
Pr(b|a,¬c) = 25

81 = 0.31, P r(b|¬a,¬c) = 7
18 = 0.39, P r(b|¬c) = 32

99 = 0.32

Lze vidět, že vztah nezávislosti sṕı̌se neplat́ı, uvedené definičńı rovnosti neplat́ı. Vztah podḿıněné
nezávislosti sṕı̌se plat́ı, protože pravděpodobnosti se ve všech řádćıch zhruba rovnaj́ı. Poťrebujeme ale
vědečtěǰśı nástroj k potvrzeńı či vyvráceńı obou vztahů, dvě možnosti naznač́ıme dále.

Postup 2: Statistické testováńı hypotéz.

Nezávislost lze testovat nap̌ŕıklad Pearsonovým χ2 testem dobré shody. Pro ově̌reńı A ⊥⊥ B|∅ test
aplikujeme na kontingenčńı (frekvenčńı) tabulku pro veličiny A a B (tabulka vlevo):

OAB b ¬b sum

a 39 64 103
¬a 61 36 97

sum 100 100 200

EAB b ¬b sum

a 51.5 51.5 103
¬a 48.5 48.5 97

sum 100 100 200
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Nulovou hypotézou je nezávislost veličin. Test pracuje s očekávanými četnostmi za p̌redpokladu platnosti
nulové hypotézy (tabulka vpravo):

EAB =
NA ×NB

N
→ Ea¬b =

Na ×N¬b

N
=

103× 100
200

= 51.5

Tyto očekávané četnosti srovnává s pozorovanými. Testová statistika:

χ2 =
∑
A,B

(OAB − EAB)2

EAB
= 12.51� χ2(α = 0.05, df = 1) = 3.84

Nulovou hypotézu lze zaḿıtnout ve prospěch alternativńı hypotézy o závislosti veličin na hladině významnosti
α = 0.05. Frekvenčńı tabulku s pozorovanou nebo věťśı odchylkou od očekávaných hodnot lze p̌ri použit́ı
nezávislého modelu pozorovat v minimálńım procentu p̌ŕıpadů p = 0.0004� α. Veličiny A a B jsou
závislé.

Analogicky lze ově̌rit i A ⊥⊥ B|C1. Testovou statistiku χ2 testu napoč́ıtáme odděleně pro obě kontin-
genčńı tabulky pro c a ¬c. Celková hodnota statistiky je dána součtem obou d́ılč́ıch statistik, má dva
stupně volnosti.

OAB
c ¬c

b ¬b sum b ¬b sum

a 14 8 22 25 56 81
¬a 54 25 79 7 11 18

sum 68 33 101 32 67 99

EAB
c ¬c

b ¬b sum b ¬b sum

a 14.8 7.2 22 26.2 54.8 81
¬a 53.2 25.8 79 5.8 12.2 18

sum 68 33 101 32 67 99

Nulovou hypotézou je podḿıněná nezávislost veličin, alternativńı hypotézou je úplný model se všemi
parametry. Testová statistika:

χ2 =
∑

A,B|C

(OAB|C − EAB|C)2

EAB|C
= 0.175 + 0.435 = 0.61� χ2(α = 0.05, df = 2) = 5.99

Nulovou hypotézu nelze zaḿıtnout ve prospěch alternativńı hypotézy o saturovaném modelu na hladině
významnosti α = 0.05. Frekvenčńı tabulku s danou nebo věťśı odchylkou od očekávaných hodnot lze p̌ri
použit́ı podḿıněně nezávislého modelu pozorovat ve věťsině p̌ŕıpadů – p = 0.74� α. Veličiny A a B
jsou podmı́něně nezávislé za předpokladu znalosti C. Proměnná C vysvětluje závislost mezi
A a B.

Postup 3: Srovnáńı hodnoceńı dvou struktur modelu.

Nejprve srovnáme nulový (A a B nezávislé) a alternativńı (A a B závislé) model dvou proměnných, viz
obrázek ńıže.

1Prakticky se test dobré shody pro testováńı podmı́něné nezávislosti nepouž́ıvá pro malou śılu. Je
nahrazen mj. testem poměrem věrohodnost́ı, který srovnává věrohodnost null modelu (AC,BC) s
věrohodnost́ı alt modelu (AC,BC,AB). Nulový model předpokládá nulovou interakci mezi A a B, uvažuje
pouze vztahy mezi A a C, resp. B a C. Alternativńı model bere v úvahu i možný vtzah mezi A a B.
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Porovnáme hodnoty BIC (a bayesovského) kritéria obou model̊u. Vybereme strukturu s vyš̌śım ohodno-
ceńım. Pokud chceme pojmout jako statistický test, provedeme test poměrem věrohodnost́ı.

lnLnull = (39 + 64) ln 103
200

100
200 + (61 + 36) ln 97

200
100
200 = −277.2

lnLalt = 39 ln 103
200

39
103 + 64 ln 103

200
64
103 + 61 ln 97

200
61
97 + 36 ln 97

200
36
97 = −270.8

BIC(null) = −K
2 lnM + lnLnull = − 2

2 ln 200− 277.2 = −282.5
BIC(alt) = −K

2 lnM + lnLalt = − 3
2 ln 200− 270.8 = −278.8

BIC(null) < BIC(alt)⇔ alternativńı model je věrohodněǰśı, nulový p̌redpoklad A ⊥⊥ B|∅ neplat́ı.

Na základě výpočtu bayesovského hodnot́ıćıho kritéria (stanoveno v Matlab BNT, fce score dags), lze
určit: lnPr(D|null) = −282.9 < lnPr(D|alt) = −279.8⇔ alternativńı model je věrohodněǰśı, nulový
p̌redpoklad A ⊥⊥ B|∅ neplat́ı.

Varianta testu poměrem věrohodnost́ı:
D = −2(lnLnull − lnalt) = −2(−277.2 + 270.8) = 12.8
D statistika má χ2 rozděleńı s 3 − 2 = 1 stupněm volnosti. Nulová hypotéza má p=0.0003 a lze ji
zaḿıtnout.

Závěr: veličiny A a B jsou závislé.

Analogicky srovnáme nulový (A a B podḿıněně nezávislé) a alternativńı (A a B podḿıněně závislé)
model ťŕı proměnných, viz obrázek ńıže.

Opět porovnáme hodnoty kritéríı obou model̊u a vybereme strukturu s vyš̌śım ohodnoceńım.

Na základě výpočtu lnLnull a lnLalt (stanoveno v Matlab BNT, fce log lik complete), lze určit:
BIC(null) = −K

2 lnM + lnLnull = − 5
2 ln 200− 365.1 = −377.9

BIC(alt) = −K
2 lnM + lnLalt = − 7

2 ln 200− 364.3 = −382.9
BIC(null) > BIC(alt)⇔ nulový model je věrohodněǰśı, p̌redpoklad A ⊥⊥ B|C plat́ı.

Na základě výpočtu bayesovského hodnot́ıćıho kritéria (stanoveno v Matlab BNT, fce score dags), lze
určit: lnPr(D|null) = −379.4 > lnPr(D|alt) = −385.5 ⇔ alternativńı model je méně věrohodný,
p̌redpoklad A ⊥⊥ B|C plat́ı.

Varianta testu poměrem věrohodnost́ı:
D = −2(lnLnull − lnalt) = −2(−365.1 + 364.3) = 1.6
D statistika má χ2 rozděleńı se 7 − 5 = 2 stupni volnosti. Nulová hypotéza má p=0.45 a nelze ji
zaḿıtnout.
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Závěr: veličiny A a B jsou podmı́něně nezávislé za předpokladu znalosti C.

3 Dynamické bayesovské śıtě

Př́ıklad 6. U pacienta s nemoćı N lékaři každý den měř́ı hodnotu kĺıčového parametru
P , ta m̊uže nabývat hodnot {ńızká, středńı, vysoká}. Hodnota P je ovlivněna pacientovým
aktuálńım skrytým stavem S. Pro S rozlǐsujeme hodnoty {dobrý, špatný}. Mezi dvěma
následuj́ıćımi dny docháźı ke změně stavu v pětině př́ıpad̊u. Je-li pacient v dobrém stavu je
hodnota parametru P sṕı̌se ńızká (z 10 měřeńı je pr̊uměrně 5 ńızkých, 3 středńı a 2 vysoká),
je-li pacient ve špatném stavu je hodnota sṕı̌se vysoká (z 10 měřeńı jsou pr̊uměrně 3 ńızká,
3 středńı a 4 vysoká). Při př́ıchodu do nemocnice v den 0 byl stav pacienta neznámý, tj.
Pr(S0 = dobry) = 0.5.

a) Nakreslete přechodový a senzorický model dynamické bayesovské śıtě modeluj́ıćı zadáńı,

b) určete pravděpodobnost, že pacient je v dobrém stavu ve dni 2, pokud hodnota P ve
dni 1 i 2 byla ńızká,

c) lze bez daľśıch výpočt̊u rozhodnout o nejpravděpodobněǰśım pr̊uchodu pacienta stavy ve
dnech 0, 1 a 2?, zd̊uvodněte.

ad a) Jde o úlohu filtrace. Přechodový model vyjaďruje vztah mezi stavy, senzorický model vztah mezi
stavem a senzorickou veličinou. Oba modely jsou na následuj́ıćım obrázku:

ad b) vyč́ıslujeme Pr(s2|P1 = nizka, P2 = nizka) (pracujeme s notaćı s dobrý stav, ¬s špatný stav):

Pr(S1|P1 = nizka) = α1Pr(P1 = nizka|S1)
∑

S0∈{s0,¬s0}

Pr(S1|S0)Pr(S0)

Pr(s1|P1 = nizka) = α1 × 0.5× 0.5 = 0.625
Pr(¬s1|P1 = nizka) = α1 × 0.3× 0.5 = 0.375

Pr(S2|P1 = nizka, P2 = nizka) = α2Pr(P2 = nizka|S2)
∑

S1∈{s1,¬s1}

Pr(S2|S1)Pr(S1)

Pr(s2|P1 = nizka, P2 = nizka) = α2 × 0.5(0.8× 0.625 + 0.2× 0.375) = α2 × 0.2875 = 0.6928

Pr(¬s2|P1 = nizka, P2 = nizka) = α2 × 0.3(0.2× 0.625 + 0.8× 0.375) = α2 × 0.1275 = 0.3072
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Problém lze složitěji řešit i klasickou inferenćı:

Pr(s2|P1 = nizka, P2 = nizka) =
Pr(s2, P1 = nizka, P2 = nizka)
Pr(P1 = nizka, P2 = nizka)

=

=

∑
S0,S1

Pr(S0, S1, s2, P1 = nizka, P2 = nizka)∑
S0,S1,S2

Pr(S0, S1, S2, P1 = nizka, P2 = nizka)
=

=
Pr(s0)Pr(s1|s0)Pr(s2|s1)Pr(P1 = nizka|s1)Pr(P2 = nizka|s2) + . . .

P r(s0)Pr(s1|s0)Pr(s2|s1)Pr(P1 = nizka|s1)Pr(P2 = nizka|s2) + . . .
= . . .

ad c) Nelze, nejpravděpodobněǰśı pr̊uchod Pr(S1:2|P1:2) je úloha jiná než stanoveńı psti stav̊u v jed-
notlivých dnech. Stavy se navzájem ovlivňuj́ı, p̌ri filtrováńı je nav́ıc mezivýpočet ve dni 1 pouze p̌ribližný
(nebere v úvahu následná pozorováńı). Pro daný model by šel použ́ıt Viterbiho algoritmus (algoritmus
dynamického programováńı použ́ıvaný v HMM).
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