Pokud není výslovně uvedeno jinak, předpokládáme prosté souvislé ohodnocené grafy bez smyček. 
1.. V grafu k ceně každé hrany přičteme stejnou nenulovou konstantou c. V jakém vztahu budou minimální kostry původního a upraveného grafu?

[Kostry budou sestávat v obou případech ze stejných hran, Rozdíl jejich cen bude c(n(1), kde n je počet uzlů grafu.]
2. V grafu vynásobíme ceny všech hran stejnou nenulovou konstantou c. V jakém vztahu budou minimální kostry původního a upraveného grafu?

[Kostry budou sestávat v obou případech ze stejných hran, Podíl jejich cen bude právě c, v případě, že původní kostra má nenulovou cenu. Jinak ovšem budou mít obě kostry cenu nulovou.]
3. Na svém počítači máte najít minimální kostru úplného váženého grafu. Odhadněte, kolik řádově nejvýše uzlů může takový graf mít, abyste úlohu vyřešili přes noc do druhého dne.

[Inu, ať děláme co děláme, na jednu minimální kostru potřebujeme ((n2) operací. Když stihneme cca 108 operací za sekundu, za noc stihneme cca 10(3600(108 operací. Toto číslo odmocníme a vyjde přibližně 19(105, což představuje řádově několik málo milionů uzlů. Je to optmistický odhad, tudíž  výpočet se zřetelně více než milionem uzlů asi za noc nestihneme a naopak několik stovek tisíc uzlů bychom měli stihnout zpracovat.]   
4. Nenasytný loupežník odebírá z grafu co možná nejdražší hrany (uzly ponechává na místě). Nesmí ale graf rozpojit na dvě nebo více komponent, protože by byl odhalen a dopaden. Když odebere maximum všeho, co se dá, zbyde z grafu jeho minimální kostra? 
[Ano. Kostra zbyde, protože loupežník odebral maximum hran, aniž porušil souvislost. Kdyby nebyla minimální, tak by bylo možno nějakou její hranu x nahradit levnější hranou y, která v kostře není, ale to by znamenalo, že se loupežník zmýlil a neodebral zavčas hranu x místo lacinější hrany y.]
5. Stačí fakt, že všechny hrany mají různou cenu, k tomu, aby minimální kostra byla určena jednoznačně? 

[Ano, Kruskalův algoritmus minimální kostru nachází a když mají hrany různou cenu, nikde v něm nedojde k dvojznačnostem, kterou hranu do kostry zařadit. Dvoj- nebo víceznačnost by vznikla při řazení hran, kde pořadí hran se stejnou cenou není nijak určeno.]
6. Máme najít kostru grafu, nikoli nutně minimální, s tím, že je předepsáno, že cena každé hrany hledané kostry musí ležet v daném intervalu <c1, c2>. Je nutno použít algoritmus pro hledání minimální kostry nebo stačí nějaký jednodušší postup?

[Provedeme BFS nebo DFS s použitím pouze těch hran, jejichž cena spadá do daného intervalu. Strom prohledávání BFS nebo DFS tvoří hledanou kostru. Složitost BFS i DFS je typicky ((|E|), rychlejší než algoritmy minimální kostry. ]
7. Kruskalův algoritmus popsaný v přednášce předpisuje, abychom nejprve seřadili všechny hrany podle jejich ceny. Dá se čekat, že hrany s vysokou cenou se v kostře neobjeví, a tudíž je vlastně řadíme zcela zbytečně. Navrhujeme proto úpravu algoritmu, která hrany neřadí, pouze je na začátku vloží do prioritní fronty a pak během budování kostry z fronty vybírá vždy další nejlacinější hranu. Chceme vědět, která varianta je výhodnější. 

A) Změní se asymptotická složitost algoritmu? 

B) Bude rozdíl mezi originálním a modifikovaným algoritmem zřetelnější při aplikaci na graf s mnoha nebo s málo hranami?

[A) Sestavení prioritní fronty hran implementované binární haldou (jinou ještě neznáme), zabere v nejhorším (a poměrně častém) případě ((|E|.log(|E|) = ((|E|.log(|V|) operací, čili asymptoticky stejně mnoho jako úvodní řazení v nemodifikovaném algoritmu. Fakticky je nesnadno rozhodnout, protože větší počet operací v kompletním řazení vůči počtu operací v  haldě je kompenzován menší režíí v případě řazení. Ponecháváme proto odpověď na otázku B) jako námět domácí implementační cvičení.]
8. Připomeňte si, kolik nejvíce hran může mít rovinný graf s n uzly a pak odpovězte na otázku: Jaký algoritmus nejvýhodněji použijete pro hledání minimální kostry tohoto grafu a jaká bude jeho složitost v závislosti pouze na n?

[Rovinný graf má maximálně 3n(6 hran, tj. ne více než 3n, což pro hrubý odhad většinou stačí. Kruskalův algoritmus bude mít složitost ((|E|∙log(n)), což je v tomto případě totéž jako ((n∙log(n)). Primův algoritmus dopadne analogicky, takže volba bude více záviset na parametrech implementace.]
9. Jak se hledá maximální kostra grafu pomocí algoritmu pro hledání minimální kostry?

[Vynásobíme ceny hran faktorem (1, najdeme minimální kostru a její cenu vynásobíme opět faktorem (1.

Kontrolní otázka: Bude tento postup fungovat i v případě, že původní ceny hran jsou všechny záporné?]
10. Velitelství Graphlandu hledá co nejlacinější kostru grafu s tím omezením, že u některých hran grafu je předepsáno, že v kostře musí být bez ohledu na jejich cenu. Lze tedy čekat, že výsledná kostra nebude nejlacinější možná. Niceméně i v tomto případě lze použít jeden z algoritmů hledání minimální kostry pro splnění úlohy. Naštěstí žádná podmnožina předepsaných hran netvoří kružnici.
[Vezmeme Kruskalův algoritmus, uspořádáme hrany a označíme předepsané hrany jako použité a s každou provedeme operaci Union jako v základní variantě algoritmu. Dále probíráme jednotlivé hrany počínaje od nejlacinější opět jako v základní variantě algoritmu s tím, že použité hrany již netestujeme a přeskočíme je.]
11. V předchozí úloze se ukáže, že některé předepsané hrany tvoří dohromady kružnici v grafu. Velitelství tedy pozmění úlohu tak, že již nežádá kostru ale nejlacinější propojení všech uzlů grafu, a dále trvá na tom, že všechy předepsané hrany musí být použity. Ukažte, že vůči předchozí úloze nebude v řešení prakticky žádný rozdíl. 

[Na rozdíl od standardního algoritmu  přidáme předepsané hrany do struktury Union-Find bez testování, zda jejich koncové uzly leží v různých komponentách. Souvislé komponenty představované jednotlivými stromy v Union-Find struktuře, nebudou stromy ale budou obsahovat cykly. Na následující přidávání dalších hran do vznikajícího nejlacinějšího propojení to už ale nemá žádný vliv.]
12. Následující úloha je velmi snadná, jakmile se "prokoušeme" zadáním:

Zpětnovazební množina hran grafu je každá taková množina hran, která obsahuje alespoň jednu hranu každé kružnice v daném grafu. Z toho plyne, že když zpětnovazební množinu z grafu odstraníme, zbude graf, který je zcela bez kružnic. Jak máme určit co nejlacinější zpětnovazební množinu? (Cena množiny hran je součtem cen všech hran v této množině.) 

[Graf, který je bez kružnic, je buď strom, což je v našem případě kostra původního grafu, nebo sjednocení menších stromů navzájem nepropojených, případně až i diskrétní graf. Aby tedy všechny ostatní hrany měly sumárně minimální cenu, musí ty zbylé ─ kostra nebo les nebo žádné ─ mít co největší cenu. Pokud jsou všechny ceny původně kladné, pak je nutno, aby ostatních hran bylo co nejvíce a měly co největší sumární cenu, a úloha se redukuje na nalezení maximální kostry a posléze triviální určení jejího doplňku. Pokud jsou všechny ceny hran původně záporné, zřejmě do nejlacinější zpětnovazební množiny padnou všechny hrany grafu.Pokud jsou záporné jen některé hrany grafu, vyjmeme je z grafu a vložíme všechny do zpětnovazební množiny. V každé ze zbylých komponent původního grafu najdeme maximální kostru a ostatní hrany přidáme    do zpětnovazební množiny.]
13. Grafy G1 a G2 mají identickou strukturu (jsou izomorfní), ale v G1 mají skoro všechny hrany různou cenu, zatímco v G2 mají skoro všechny hrany stejnou cenu. Jaký algoritmus hledání minimální kostry navrhujete použít pro G1 a jaký pro G2 a proč?
[Když mají skoro všechny hrany stejnou cenu, v Primově algoritmu se budou jen zřídka měnit pozice uzlů v prioritní frontě a tím pádem bude celá složitost blízko ((|E|), neboť Primův algoritmus navštíví každou hranu nejvýše dvakrát. Kruskalův algoritmus by bylo nutno modifikovat tak, aby ve své řadící fázi seřadil hrany podle ceny rychleji, než kdyby měly cenu různou, to jest opět by složitost řazení byla blízko ((|E|).

Dále pak je nutno mít efektivní Union-Find operace, protože proces přidávání hran do kostry má složitost O(|E|∙X), kde X je sumární složitost Union-Find operací nad jednou hranou. 

Zřejmě graf G2 dává naději na rychlejší zpracování oběma algoritmy, přičemž se zdá, že volba lepšího algoritmu bude záviset jak na parametrech obou grafů, tak na implementaci algoritmů.]
14. Nalezli jsme a odevzdali zákazníkovi minimální kostru jím dodaného grafu s mnoha miliony vrcholů.

Odpoledne zákazník volá, že v zadání je chyba a že hrana mezi vrcholy 2075154 a 11439446 je ve

skutečnosti o 17 % levnější, než v jak bylo uvedeno v původní specifikaci.

Veškerá data grafu i kostry jsou dosud na našem disku. Máme určit v lineárním čase vzhledem k počtu

vrcholů, zda tato změna ovlivní tvar a cenu minimální kostry, a pokud ano, vydat co možná nejkratší opravu, která se dá  tlumočit zpět telefonem.

[Pokud zlevněná hrana leží v kostře, ponecháme ji tam a jenom příslušně snížíme celkovou cenu kostry. Pokud v kostře neleží,  pak ji tam přidáme, čímž se z kostry stane graf s právě jedinou kružnicí, jíž uzavřela přidaná hrana. V této kružnici najdeme nejdražší hranu a tu odstraníme a tím opět vznikne kostra, tentokrátt již minimální. (Je možné, že odstraníme právě přidanou hranu.) Prozkoumání kružnice lze provést v čase úměrném počtu uzlů, je nutno mít kostru uloženou např. jako systém odkazů na předchůdce jako v BFS/DFS/Primově algoritmu.]
15. Zopakujte analýzu předchozí úlohy pro případ, že původně chybně zadaná hrana se nakonec ukazuje být

ve skutečnosti dražší.

[Pokud hrana v kostře neleží, svým zdražením kostru neovlivní. Pokud v kostře leží, vyjmeme ji,tím se kostra rozpadne na dvě komponenty A a B, a nyní musíme prozkoumat každou hranu původního grafu spojující A a B a z nich vybrat nejlacinější. Mezi A a B může být až n2/4 hran, o jejich vzájemných cenových relacích nemáme žádné dodatečné údaje, takže lze čekat, že oprava kostry v tomto případě bude  mít složitost O(|E|) t.j bude záležet na počtu hran v grafu, ne jen na počtu uzlů jako v předchozím případě.]
16. Předpokládejme, že graf je zadán maticí vah jednotlivých hran. Význačná hodnota v této matici (např.

nekonečno, minimální/maximální hodnota číselného typu, NaN apod) indikuje, že mezi příslušnými vrcholy

hrana neexistuje. Modifikujte Jarníkův-Primův algoritmus tak, aby nezávisel na počtu hran v grafu a měl

složitost ((n2), kde n je počet uzlů grafu.
[Nepoužijeme prioritní frontu. Do kostry přidáme vždy dosud nepoužitý (neuzavřený) uzel s minimální aktuální vzdáleností od kostry, což lze sekvenčním probíráním uzlů zajistit v čase ((n). Přidávaný uzel má nejvýše  ((n) sousedů,  vzdálenost každého z nich od vznikající kostry lze upravit v konstantním čase, takže celkem všechnu činnost související s přidáním jednoho uzlu do kostry lze stihnout v čase ((n). Tím je dána i výsledná složitost ((n2). Pro husté grafy blízké úplným je tento postup celkem rychlý, srovnatelný s ostatními algoritmy.]
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17. Zřejmě minimální kostra může být v grafu jediná i tehdy, když  některé hrany mají stejnou cenu. Například jako na obrázku.  

Jak máme zjistit, jestli je minimální kostra v grafu jediná? Nejdřív mě napadlo: Když během Kruskalova algoritmu přidáme do minimální kostry všechny hrany, které mají stejnou cenu c, právě tehdy je minimální kostra jediná. Jenže v uvedeném obrázku to neplatí, prostřední hranu s hodnotou 4 do kostry určitě nepřidáme a přitom minimálni kostra je tu jediná. Navrhuji proto jemnější kritérium: Když během Kruskalova algoritmu přidáme do minimální kostry všechny hrany které jednak mají stejnou cenu c a navíc každá spojuje uzly v různých podstromech vybudovaných předtím, než jsme na hrany s cenou c narazili, právě tehdy je minimální kostra jediná. Teď mám dvě otázky: Je to tak doopravdy? Pokud ano, jaká je složitost ověření tohoto kritéria?

Kritérium je nutno malinko ošetřit, protože v závěru konstrukce minimální kostry by někdy mohlo zbytečně chtít přidat příliš mnoho hran se stejnou cenou,  ale to nemá zásadní vliv, jak jistě vidíte.

[Vypadá to, že kritérium platí. Uvažme množinu C všech hran s cenou c a všechny komponenty K1, ..., Kp  (vč. jednouzlových) vzniklé v průběhu budování lesa z hran s cenou menší než c. Zřejmě každá z hran v C, která celá leží v komponentě Kj (j = 1, ..., p), nemá na výsledek budování kostry už žádný vliv. Tyto hrany snadno detekujeme a zbyde množina hran C1 ( C, z nichž každá spojuje různé komponenty Ki ≠ Kj. Myšlenkově kondenzujme každou komponentu K1, ..., Kp  na jediný uzel. Žádná podmnožina hran v C1 nesmí představovat kružnici mezi některými z (kondenzovaných) komponent K1, ..., Kp. Existence takové kružnice znamená, že některou z jejích hran Kruskalův algoritmus odmítne zařadit do vznikající kostry a přitom různou volbou hran těchto nezařazených hran získáváme navzájem různé kostry. 
Ověření tedy bude mít stejnou složitost jako Kruskalův algoritmus, vše, co musíme dělat navíc s každou jednotlivou hranou, má konstantní složitost. ]
18. Rozptylem kostry nazveme hodnotu rozdílu mezi nejdražší a nejlevnější hranou grafu G = (V, E). Najděte kostru s minimálním rozptylem v čase O( |E|2 log(|V|)). Zkuste využít seznam hran uspořádaných podle jejich ceny.
[Najdeme minimální kostru grafu. Poté odstraníme z grafu nejlacinější hranu a opět najdeme minimální kostru, poté opět odstraníme další v pořadí nejlacinější hranu a zas najdeme minimální kostru atd. Ze všech těchto  nejvýše |E| ( |V| +1 koster podržíme tu s minimálním rozptylem. Uspořádaný seznam hran jako v Kruskalově algoritmu usnadní vložení uvedeného procesu do jediného cyklu procházejícího tento seznam
.]
