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pPlán p̌rednášky

� Minule: rozhodováńı za neurčitosti

− stochastické výsledky akćı – loterie, sťredńı užitek,

� jak optimálně volit celé posloupnosti akćı?

− opakovaná rozhodnut́ı s nep̌resnou či nedostatečnou informaćı,

− prémie/odměna je často odložená,

− svět nemuśı být plně pozorovatelný,

� markovský rozhodovaćı proces

− zavád́ı markovský p̌redpoklad – omezeńı paměti procesu,

− pracuje i s p̌redpoklady stacionarity a pozorovatelnosti,

− svět je známý a popsatelný p̌rechodovou funkćı a funkćı odměny,

� zobecněńı

− pouze částečná pozorovatelnost světa – POMDP,

− model prosťred́ı ani funkce odměny neńı k dispozici – posilované učeńı.
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pMarkov̊uv proces

� náhodný proces, pravděpodobnost navštěvy daľśıch stav̊u dána jen stavy nedávnými,

� vzdálená minulost je irelevantńı, známe-li tu bĺızkou,

� Markov̊uv řetězec

− diskrétńı náhodný proces s markovovskou vlastnost́ı,

− řád m řetězce určuje kolik minulých stav̊u muśıme zohlednit

P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1, . . . , X1 = x1) = P (Xn = xn|Xn−1 = xn−1, . . . , Xn−m = xn−m)

− nejobvykleǰśı jsou modely řádu 1,

− obvykle i p̌redpoklad stacionarity (neměnnosti v čase)

Pr(Xn+1 = x|Xn = y) = Pr(Xn = x|Xn−1 = y)

� p̌ŕıklady Markovových řetězc̊u

− hody minćı – HTHHHT . . .

∗ degenerovaný markov̊uv řetězec řádu 0,

− počaśı pozorované každý den v poledne – SSSCRRCSRR . . .

∗ kategorizované (S)unny, (C)loudy, (R)ain, řád neznámý.
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pMarkov̊uv řetězec – p̌ŕıklad s počaśım

� Jak sestavit model na základě pozorované sekvence?

− mějme sekvenci pozorováńı délky 41, p̌redpokládejme řád 1

SSCCRRRRRRRRSSSCRRRRRRRCCCSCSSRRSRRRCSCCC

− ćılem je p̌rechodová matice, která model definuje

St+1Ct+1Rt+1

St
Ct
Rt

4 3 3
2 6 2
2 2 16



A = {aij} =

0.4 0.3 0.3
0.2 0.6 0.2
0.1 0.1 0.8
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pMarkov̊uv řetězec – p̌ŕıklad s počaśım

� Jaké otázky můžeme zodpov́ıdat máme-li k dispozici Markov̊uv model řetězce?

1. dnes je slunečno, jaká je pst, že počaśı po p̌ŕı̌st́ıch 7 dńı bude SSRRSCS?

2. model je ve známém stavu, jaká je pst, že v něm setrvá právě po d dńı?

3. jaká je sťredńı hodnota d v jednotlivých stavech?
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pMarkov̊uv řetězec – p̌ŕıklad s počaśım

� Jaké otázky můžeme zodpov́ıdat máme-li k dispozici Markov̊uv model řetězce?

1. dnes je slunečno, jaká je pst, že počaśı po p̌ŕı̌st́ıch 7 dńı bude SSRRSCS?

2. model je ve známém stavu, jaká je pst, že v něm setrvá právě po d dńı?

3. jaká je sťredńı hodnota d v jednotlivých stavech?

� Řešeńı

1. P (O|M) = P (S, S, S,R,R, S, C, S|M) =

= P (S) P (S|S) P (S|S) P (R|S) P (R|R) P (S|R) P (C|S) P (S|C) =

= 1× 0.4× 0.4× 0.3× 0.8× 0.1× 0.3× 0.2 = 2.3× 10−4

2. O = {Qi, Qi, . . . , Qi︸ ︷︷ ︸
d

, Qj 6= Qi}, P (O|M, q1 = Qi) = ad−1ii (1− aii) = pi(d),

3. d̄i =
∑∞

d=1 dpi(d) =
∑∞

d=1 da
d−1
ii (1− aii) = 1

1−aii
,

(součet aritmeticko-geometrické řady:
∑∞

k=0 kr
k−1 = 1

(1−r)2),

dS = 1.67, dC = 2.5, dR = 5.
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pSekvenčńı rozhodováńı za neurčitosti

� k dosažeńı ćıle je obvykle ťreba v́ıce krok̊u/akćı,

� pokud plat́ı

− prosťred́ı je nedeterministické (akce s nejistým výsledkem),

− ćılový stav je nahrazen ćılem maximalizace kumulativńı odměny,

� posloupnost akćı nelze nalézt klasickým plánováńım

− racionálńı agent p̌rezkoumává svoje kroky v pr̊uběhu prováděńı akćı,

− následné akce záviśı na tom, co agent pozoruje,

− to, co agent pozoruje, záviśı na p̌redchoźıch akćıch,

� řešeńı

− agent hodnot́ı stavy naḿısto p̌ŕımého vytvá̌reńı posloupnost́ı akćı,

− v každém stavu voĺı akci vedoućı do následńık̊u s nejvyš̌śım ohodnoceńım.
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pZákladńı pojmy, definice problému

� Odměna Rt (reward)

− prostý součet za epizodu:
Rt = rt+1 + rt+2 + rt+3 + · · · + rT

− diskontovaný součet pro nekonečné děje
(γ je srážkový poměr, 0 ≤ γ ≤ 1):
Rt = rt+1 + γrt+2 + γ2rt+3 + · · · =

∑∞
k=0 γ

krt+k+1

� Taktika πt(s, a)

− je mapováńım mezi stavy a akcemi,

− vyjaďruje pst, že ve stavu s bude provedena akce a,

− optimálńı taktika π∗ maximalizuje celkovou odměnu Rt,
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pZákladńı pojmy, definice problému

� Hodnota stavu V π(s)

− očekávaná (kumulativńı) odměna pro aplikaci taktiky π ze stavu s

V π(s) = Eπ{Rt | st = s} = Eπ

{ ∞∑
k=0

γkrt+k+1 | st = s

}
� Hodnota akce Qπ(s, a)

− očekávaná (kumulativńı) odměna aplikace a na s s pokračováńım dle π

Qπ(s, a) = Eπ{Rt|st = s, at = a} = Eπ

{ ∞∑
k=0

γkrt+k+1 | st = s, at = a

}
� Problém: najdi π∗ (a s ńı také V ∗, Q∗ jež jsou prosťredkem).
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pSekvenčńı rozhodováńı jako konečný MDP

� Konečný markovský rozhodovaćı proces

− finite Markov Decision Process (MDP),

− markovský p̌redpoklad + množiny stav̊u S i akćı A jsou konečné,

− MDP = {S,A,P,R}, lze jej zapsat jako p̌rechodový graf,

− P jsou p̌rechodovými pstmi, R je funkćı odměny,

P a
ss′ = Pr{st+1 = s′ | st = s, at = a}

Ra
ss′ = E{rt+1 | st = s, at = a, st+1 = s′}

− tato definice je vod́ıtkem pro konkrétńı výpočet V nebo Q,

� prosťred́ı je popsatelné a pozorovatelné.
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pSekvenčńı rozhodováńı jako konečný MDP

� Jak ze znalosti prosťred́ı a taktiky agenta odvodit ohodnoceńı stav̊u?

− p̌rechodem na rekurzivńı definici,

− hodnota stavu = okamžitá odměna po provedeńı akce + očekávaná odměna
pokračováńım z možných následńık̊u.

Sutton, Barto: Reinforcement Learning: An Introduction.
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pRekurzivńı definice fce V (Bellmanova rovnice)

V π(s) = Eπ{Rt | st = s} =

= Eπ

{ ∞∑
k=0

γkrt+k+1 | st = s

}
=

= Eπ

{
rt+1 + γ

∞∑
k=0

γkrt+k+2 | st = s

}
=

=
∑
a

π(s, a)
∑
s′

P a
ss′

[
Ra
ss′ + γEπ

{ ∞∑
k=0

γkrt+k+2 | st+1 = s′

}]
=

=
∑
a

π(s, a)
∑
s′

P a
ss′ [R

a
ss′ + γV π(s′)]

� na počátku V π(s), V π(s′) i π(s, a) neznámé

− iterativńı výpočet,

− bootstrapping – postupné oživováńı.
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pDynamické programováńı

� Základńı p̌ŕıstup k řešeńı MDP problému (nalezeńı π∗)

− dynamický = iterativńı postup

∗ pro V (s) v kroku k+1 použito V (s′) z kroku k,

− programováńı = hledáńı p̌rijatelné posloupnosti akćı,

� polynomiálńı složitost s počtem stav̊u |S| a akćı |A|

− navzdory tomu, že počet taktik je |A||S|,
− prohledáváńı stavového prostoru je nutně hořśı,

− p̌resto pro praktické úlohy často nepoužitelné

∗ neznámé parametry procesu (viz posilované učeńı),

∗ výpočetně nezvládnutelné,

· typicky p̌ŕılǐs mnoho stav̊u.

· nelze iterovat systematicky – asynchronńı DP.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � http://cw.felk.cvut.cz



pZobecněná interakce mezi taktikou a ohodnoceńım

� Při řešeńı MDP se simultánně a interaktivně

− p̌rizpůsobuje ohodnoceńı stav̊u současné taktice,

− měńı taktika tak, aby maximalizovala odměnu p̌ri daném ohodnoceńı stav̊u.

Sutton, Barto: Reinforcement Learning: An Introduction.
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pIterace taktiky (policy iteration – PI)

� Kĺıčová myšlenka: π0
E−→ V π0 I−→ π1

E−→ V π1 I−→ . . .
I−→ π∗

E−→ V π∗

1. vyhodnoceńı taktiky π (E krok):

� nalezeńı hodnot stav̊u V π(s),

� start: V (s) = 0 pro ∀ neterminálńı stavy (V známo),

� iterace: dokud se V (s) neustáĺı (maxS |Vk+1(s)− Vk(s)| < ε),

2. vylepšeńı taktiky π → π′ (I krok):

� p̌rizpůsob se novému ohodnoceńı stav̊u,

� deterministické π: v každém stavu voĺı jedinou akci,

plat́ı-li Qπ(s, π′(s)) ≥ V π(s) pro ∀s, π′ je lepš́ı nebo stejná jako π,

žrejmě π′(s) = arg maxaQ
π(s, a), voĺı aktuálně nejlepš́ı akci,

� stochastické π: volba akce je dána pst́ı,

stejná logika pouze Qπ(s, π′(s)) =
∑

a π
′(s, a)Qπ(s, a),

3. došlo-li ke změně mezi π a π′ alespoň v jednom ze stav̊u, jdi na krok 1 s π′.
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pHodnotová iterace (value iteration – VI)

� je nutné vyhodnocovat stavy pro danou taktiku dokonale?

− pozdńı iterace zpravidla neměńı taktiku,

− konzumuj́ı p̌ri tom věťsinu času celého dynamického algoritmu,

� hodnotová iterace

− vyhodnoceńı taktiky zastaveno po jediném kroku,

− častěǰśı změna taktiky,

− někdy rychleǰśı konvergence, neplat́ı ale obecně,

� z pohledu Bellmanovy rovnice dojde ke změně na p̌repisovaćı pravidlo

V π(s) = max
a

∑
s′

P a
ss′ [R

a
ss′ + γV π(s′)]
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pMDP – sběrný robot

:: Mobilńı robot pro sběr plechovek

� má dva vniťrńı stavy (baterie low a high),

� ťri možné akce (aktivně sb́ırej, čekej na dobit́ı, jeď se dob́ıt sám),

� pozitivńı odměna za plechovku, velká negativńı za vybit́ı baterie p̌ri hledáńı.

:: Logický ćıl: s minimem vněǰśıch zásahů posb́ırat co nejv́ıce plechovek.

:: Technický ćıl: vytvǒrit taktiku maximalizuj́ıćı dlouhodobou odměnu.
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pSběrný robot – DP řešeńı

� Bellmanova rovnice: V π(s) =
∑

a π(s, a)
∑

s′ P
a
ss′
[
Ra
ss′ + γV π(s′)

]
� Iteračńı rovnice pro konkrétńı deterministické volby akćı (taktiky)

high=h, wait=w, atd.:

π(h,w) = 1 : V (h) = Q(h,w) = Rw + γV (h)
π(h, s) = 1 : V (h) = Q(h, s) = Rs + γ [αV (h) + (1− α)V (l)]
π(l, r) = 1 : V (l) = Q(l, r) = γV (h)
π(l, w) = 1 : V (l) = Q(l, w) = Rw + γV (l)
π(l, s) = 1 : V (l) = Q(l, s) = βRs − 3(1− β) + γ [βV (l) + (1− β)V (h)]
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pSběrný robot – DP řešeńı

:: Parametry: α = 0.95, β = 0.9, Rs = 2, Rw = 1, γ = 0.9, ε = 0.01

:: Metoda: iterace taktiky (EI cyklus)

1. Zvol náhodně deterministickou taktiku:

π(low, wait) = π(high, wait) = 1.

2. Nastav V (low) = V (high) = 0.

3. Použij p̌ŕıslušné iteračńı rovnice a poč́ıtej dokud se hodnoty V neustáĺı.

4. Dle ohodnoceńı V stanov nové optimálńı akce:

V (s) = maxaQ
π(s, a), π′(s) ≈ arg maxaQ

π(s, a)

5. Pokud nedojde ke změně taktiky skonči, jinak jdi na krok 2.

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � http://cw.felk.cvut.cz



� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � http://cw.felk.cvut.cz



pSběrný robot – DP řešeńı

:: Parametry: α = 0.95, β = 0.9, Rs = 2, Rw = 1, γ = 0.9, ε = 0.01,

:: Metoda: hodnotová iterace

1. Nastav V (low) = V (high) = 0.

2. Dle ohodnoceńı V stanov nové otimálńı akce:

V (s) = maxaQ
π(s, a), π′(s) ≈ arg maxaQ

π(s, a).

3. Jednou aplikuj současné optimálńı akce a p̌repoč́ıtej hodnoty V (s).

4. Pokud se hodnota žádného ze stav̊u nezměnila o v́ıce než ε skonči,

jinak jdi na krok 2.
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pSběrný robot – DP řešeńı

krok 0: V (l) = V (h) = 0, π(l, s) = π(h, s) = 1
krok 1: V (l) = 1.5, V (h) = 2, π(l, s) = π(h, s) = 1
krok 9: V (l) = 9.2, V (h) = 11.1, π(l, r) = π(h, s) = 1,

změna taktiky
krok 52: V (l) = 17.1, V (h) = 19.1, π(l, r) = π(h, s) = 1,

změny V menš́ı než ε, STOP

SHRNUTÍ:
taktika: low → recharge, high → search

V (h) = 19.1, V (l) = 17.1, 52 iteračńıch krok̊u
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pProč hodnotová iterace zaručeně konverguje?

� kontrakce c(x)

− ∃k ∀x1x2 : d(c(x1)− c(x2)) ≤ kd(x1 − x2),

− d je metrikou (vzdálenostńı fćı), konstanta 0 ≤ k < 1,

− pevný bod bc: c(bc) = bc, c(c(. . . c(x))) = bc,

− každá kontrakce má právě jeden pevný bod,

− p̌ŕıklad: c(x) = x
2 , d(x, y) = |x− y|, bc = 0,

� rovnice hodnotové iterace

− Vi+1(s) = maxa
∑

s′ P
a
ss′
[
Ra
ss′ + γVi(s

′)
]

− zaṕı̌seme zjednodušeně jako Vi+1 ← BVi,

− jako d použijeme max normu ||V || = maxs|V (s)|,

� výše definované B je vzhledem k || || kontrakćı (bez důkazu)

− ||BVi −BV ′i || ≤ γ||Vi − V ′i ||.
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pProč hodnotová iterace zaručeně konverguje?

� je-li B vzhledem k || || kontrakćı

− pro jakoukoli dvojici vektor̊u užitku stav̊u plat́ı

||BVi −BV ′i || ≤ γ||Vi − V ′i || ⇒ ||Vi+1 − Vi|| ≤ γ||Vi − Vi−1||,
∗ hodnotová iterace konverguje pro γ < 1,

− pevným bodem je skutečný vektor užitku stav̊u V ∗

∗ ||BVi − V ∗|| ≤ γ||Vi − V ∗||,
∗ konverguje exponenciálně s γ.
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p̌Cástečná pozorovatelnost

� MDPs pracuj́ı s p̌redpokladem úplné pozorovatelnosti

− p̌redpoklad, že stav s je vždy známý, je silný a často nerealistický,

� částečně pozorovatelný Markov̊uv rozhodovaćı proces

− partially observable Markov decision process (POMDP),

− zobecněńı MDP, na stav můžeme usuzovat pouze z d́ılč́ıch pozorováńı,

− POMDP = {S,A, P,R,O,Ω},
∗ O je množina pozorováńı,

∗ Ω je senzorický model – definuje podḿıněné psti pozorováńı,
Ωa
s′o = Pr{ot+1 = o | st+1 = s′, at = a}

− naḿısto s agent vniťrně udržuje rozděleńı psti b (belief) p̌res možné stavy

∗ v neznámém stavu s (známe b(s)) provedeme a a poté pozorujeme o

b′(s′) = η Ωa
s′o

∑
s∈S P

a
ss′b(s),

∗ η je normalizačńı konstanta volená tak, aby
∑

s′∈S b
′(s′) = 1.
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p̌Cástečná pozorovatelnost

� důsledky částečné pozorovatelnosti

− nemá smysl hovǒrit o taktice π : S → A, hledá taktiku π : B → A,

− obvykle výpočetně nezvladatelné, pouze p̌ribližná řešeńı

∗ pro n stav̊u, je b n-dimenzionálńı reálný vektor,

∗ PSPACE-těžký, hořśı než NP.

a) MDP b) POMDP
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p̌Cástečná pozorovatelnost – p̌ŕıklad

:: S = {0, 1}, A = {Stay,Go}, O = {o0, o1},
P (st+1 = x|st = x, Stay) = .9, P (st+1 = x|st = x,Go) = .1,
Pr(o0|0) = .6, Pr(o1|1) = .6, R(0) = 0, R(1) = 1, γ = 1,

:: Ćıl: stanovit V ∗(b) (hlavńı krok pro stanoveńı taktiky a = π∗(b))
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p̌Cástečná pozorovatelnost – p̌ŕıklad

� b prostor je 1D → V (b) je reálnou fćı jedné proměnné,

� p̌redpokládáme, že v bĺızkých bodech b prostoru bude

− velmi podobný užitek a shodná taktika,

� taktika odpov́ıdá podḿıněnému plánu závislém na budoućıch pozorováńıch

− p̌ŕıklad plánu délky 2: [Stay, if O = o0 then Go else Stay],

� užitek plánu p poč́ınaj́ıćıho ve stavu s nechť je αp(s),

− pak stejný plán provedený z b má užitek∑
s

b(s)αp(s) = b · αp

− je lineárńı funkćı b (nadrovinou pro složité prostory),

− optimálńı taktika voĺı plán s nejvyš̌śım sťredńım užitkem

V (b) = V π∗(b) = max
p
b · αp

− V (b) je po částech lineárńı funkćı b.
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p̌Cástečná pozorovatelnost – p̌ŕıklad

:: pro plány délky 1 (existuj́ı 2)

α[Stay](0) = R(0) + γ(.9R(0) + .1R(1)) = 0.1
α[Stay](1) = R(1) + γ(.9R(1) + .1R(0)) = 1.9
α[Go](0) = R(0) + γ(.9R(1) + .1R(0)) = 0.9
α[Go](1) = R(0) + γ(.9R(0) + .1R(1)) = 1.1

α[Stay](b(1) = 0.3) = .7α[Stay](0) + .3α[Stay](1) = 0.64
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p̌Cástečná pozorovatelnost – p̌ŕıklad

:: pro plány délky 2 (existuje jich 8, 4 čárkované čistě hořśı než jiné)

[Stay, if O = o0 then Go else Stay] kódován jako [SGS]

α[SSS](0) = R(0) + γ(.9α[S](0) + .1α[S](1)) = 0.28
α[SSS](1) = R(1) + γ(.9α[S](1) + .1α[S](0)) = 2.72
α[SGS](0) = R(0) + γ(.9(.6α[G](0) + .4α[S](0)) + .1(0.4α[G](1) + .6α[S](1)) = 0.68
α[SGS](1) = R(1) + γ(.9(.4α[G](1) + .6α[S](1)) + .1(0.6α[G](0) + .4α[S](0)) = 2.48
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pGeneralizace a aproximace

� dosud triviálńı úlohy s malým počtem stav̊u a akćı,

� pokud je stav̊u hodně je nutná aproximace hodnotových fćı

− k tomu lze využ́ıt učeńı z p̌ŕıkladů,

− generalizace p̌redpokládá spojité a “rozumné” hodnotové funkce,

− stavy charakterizujeme vektorem parametr̊u/atribut̊u φs,

− lineárńı aproximace s parametry θ(t): Vt(s) = θTt φs =
∑

i θt(i)φs(i),

− nelineárńı optimalizace neuronovou śıt́ı,

− minimalizujeme chybovou funkci: MSE(θt) =
∑

s Ps [V π
t (s)− Vt(s)]2,

Ps distribuce vah stav̊u, V π
t (s) skutečná hodnota, Vt(s) aproximace,

− regrese, gradientńı optimalizace, zpětná propagace apod.
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pShrnut́ı

� MDPs umožňuj́ı prohledáváńı stochastických stavových prostor̊u

− cenou je výpočetńı náročnost,

� řešeńı problému = nalezeńı taktiky

− taktika každému stavu p̌rǐrazuje optimálńı akci, může být stochastická,

− základńı p̌ŕıstupy jsou iterace taktiky a hodnotová iterace,

− daľśı možnosti jsou modifikované iteračńı p̌ŕıstupy, p̌ŕıpadně asynchronńı,

� p̌ŕıbuzné techniky

− POMDP pro částečně pozorovatelná prosťred́ı,

− RL pro neznámé modely prosťred́ı,

� aplikace

− obecně agentńı technologie, v robotice ř́ızeńı robota nebo plánováńı cesty,

− v telekomunikaćıch optimalizace śıt́ı, p̌ri hrańı her.
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pDoporučené doplňky – zdroje p̌rednášky

:: Četba

� Russell, Norvig: AI: A Modern Approach, Making Complex Decisions

− kapitola 17,

− kniha online on Google books:
http://books.google.com/books?id=8jZBksh-bUMC,

� Sutton, Barto: Reinforcement Learning: An Introduction

− MIT Press, Cambridge, 1998,

− http://www.cs.ualberta.ca/~sutton/book/the-book.html.
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pUkázka

� RL simulátor

− hledáńı optimálńı cesty k ćıli bludǐstěm

− implementace v Javě

− http://www.cs.cmu.edu/~awm/rlsim/
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