
OPT’17-18 Test 1 Jméno: Opravil: Body:

1. (1b) Existuje lineárńı funkce f : R3 → R taková, že f(−1, 1, 0) = 0 a f(1, 0, 1) = 2? Odpověd’ od̊uvodněte.

Lin. funkce má tvar f(x) = aTx, v našem př́ıpadě f(x1, x2, x3) = a1x1 + a2x2 + a3x3. Řeš́ıme soustavu
−a1 + a2 = 0, a1 + a3 = 2. Ta má (nekonečně mnoho) řešeńı. Proto funkce existuje.

2. Máme matici A =

[
−1 0 2
1 1 0

]
.

(a) (1b) Najděte prostor obraz̊u matice A.

Je to lin. obal sloupc̊u. Protože existuj́ı dva l.n. sloupce, je rngA = R2.

(b) (1b) Najděte libovolnou bázi nulového prostoru matice A.

Nulový prostor je množina řešeńı soustavy Ax = 0, tedy −x1 + 2x3 = 0, x1 + x2 = 0. Množina řešeńı
této soustavy je { (2t,−2t, t) | t ∈ R }. Báze tohoto podprostoru je např. {(2,−2, 1)}.

3. (2b) Najděte vzdálenost bodu (0, 1, 1) od podprostoru span{(−1, 0, 2), (1, 1, 0)}. Výsledek co nejv́ıce zjed-
nodušte.
(Všimněte si: vektory jsou stejné jako řádky matice v předchoźım př́ıkladu.)

Označme (0, 1, 1) = x, span{(−1, 0, 2), (1, 1, 0)} = X. Vzd. bodu x od podprostoru X je délka ort. projekce
bodu x na podprostor X⊥. Bázi X⊥ už máme z minulého př́ıkladu, je to {(2,−2, 1)}. Normalizujeme
vektor báze: u = (2,−2, 1)/3 (je tedy ‖u‖ = 1), ted’ {u} je tedy ortonormálńı báze X⊥. Délka projekce je
‖uuTx‖ = ‖u(uTx)‖ = ‖u‖ · |uTx| = 1/3. Vzoreček |uTx| vlastně máte znát ze středńı školy.



4. (2b) Najdi ortogonálńı projektor na podprostor span{(2,−1, 1)}⊥.

Označme span{(2,−1, 1)} = X. Ort. projektor na X je P = uuT kde u = (2,−1, 1)/
√

6 (normalizace). Ort.

projektor na X⊥ je I−P = I− 1
6

 2
−1
1

 [2 −1 1
]
.

5. (2b) Matice A a vektor x splňuj́ı x 6= 0 a Ax = 0. Které z následuj́ıćıch výrok̊u z toho plynou? (zakroužkujte)

(a) A = 0 NE

(b) A má lineárně závislé sloupce ANO (z definice lin. nezavislosti)

(c) A má lineárně závislé řádky NE

(d) A má netriviálńı nulový prostor ANO (z definice nul. prostoru)

6. (1b) Uděláme QR-rozklad matice A ∈ R100×40, která má lineárně nezávislé sloupce. Jaké budou rozměry a
vlastnosti výsledných matic?
(Upřesněńı: máme na mysli redukovaný QR-rozklad, ne plný QR-rozklad.)

A = QR kde Q ∈ R100×40 má ortonormálńı sloupce (neboli splňuje QTQ = I) a R ∈ R40×40 je horńı
trojuhelnikova.

Bod̊u celkem: 10


