KYBERNETIKA A UMELA INTELIGENCE

2. Pravdépodobnostni rozhodovani a klasifikace

Gerstnerova laborator
katedra kybernetiky
fakulta elektrotechnicka
CVUT v Praze

fet

Daniel Novak
Podékovani: Filip Zelezny



Literatura, dema

» Duda, Hart, Stork: Pattern Classification http://www.crc.ricoh.com/~stork/DHS.html

s Ch. Bishop, Pattern Recognition and Machine Learning http://research.microsoft.
com/en-us/um/people/cmbishop/prml/

Kotek, Vysoky, Zdrahal: Kybernetika 1990

Classification toolbox
http://stuff.mit.edu/afs/sipb.mit.edu/user/arolfe/matlab/

Statistical Pattern Recognition Toolbox

http://cmp.felk. cvut CZ/Cmp/SOftware/Stprtool/
C"—’Q P e

Computer Manual
in MATLAB
to accompany

Pattel n
Cla SS



http://www.crc.ricoh.com/~stork/DHS.html
http://research.microsoft.com/en-us/um/people/cmbishop/prml/
http://research.microsoft.com/en-us/um/people/cmbishop/prml/
http://stuff.mit.edu/afs/sipb.mit.edu/user/arolfe/matlab/
http://cmp.felk.cvut.cz/cmp/software/stprtool/

MOtivaénl' pi‘llklad I [Duda, Hart, Stork: Pattern Classification]
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"salmon" "sea bass"

= Tovarna na zpracovani ryb

s — 2 tfidy - Rozeznavame lososa a okouna pomoci kamery

— P¥iznaky - méFfime délku, $itku,lesk, primér oka

= ULOHA: JAK KLASIFIKOVAT 777



Motivacni priklad 11
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s Odhadneme rozloZeni Sitky a osvé&tleni pomoci histogramu

m Klasifikace neni bezchybova - histogramy se prekryvaji

m ZlepSeni klasifikace - kombinace pt¥iznaki
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m Linearni klasifikator, nejblizsi sousedé, kvadraticky klasifikator

s Pfeulenost (over-fitting), generalizace, minimalizace chyby
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Zname rozlozeni pravdépodobnosti?

= Ano - Bayesovska klasifikace
m Zname apriorni rozloZeni tfidy P(s;) a podmin&nou pravdépodobnost p(z|s;)
Plati p(s;, z) = p(z|s;)p(s;) = p(s;lz)p(z)

Bayesliv vztah

posterior < likelihood X prior

Klasifikace arg max; p(s;|z)

p(z|s1) = 5,p(x]s1) = 3, (v obrazcich nize s; = w;)
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Minimalizace chyby - maximum aposteriorni pravdépodobnosti sino)

m ilustrativni p¥iklad bez odvozovani

m p(s1, ) = p(x|s1)p(sl),p(se, ) = p(x|s2)p(se), v obrazku nize (s; = C;)

= chyba klasifikace: p(chyba) = p(x € R1,Cy) + p(x € Ry, C4)

m chyba p(z € Ry, Cy) - Cervend a zelena oblast - klasifikuji objekty ze t¥idy Cy jako C}
» chyba p(z € Ry, (1) - modra oblast - klasifikuji objekty ze t¥idy C jako C5

= minimalizace chyby klasifikace - ob& pravd&podobnosti se prekryvaji v bod& xy (zmizi &ervend
plocha)
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Historicka poznamka - Thomas Bayes

s Thomas Bayes - v roce 1736 vydava An Introduction to the Doctrine of Fluxions, and a
Defence of the Mathematicians Against the Objections of the Author of the Analyst

m ReSeni tzv. inverzni pravdépodobnosti, nap¥. bilé a ¢erné kuli¢ky pomoci Bayesovského vzorce




RozloZeni pravdépodobnosti je neznamé

m [rénovaci a testovaci data

m Zpusoby klasifikace - tisice pFistupu, jiz zminéné, dale rohodovaci stromy, atd.

level O

level 1

Banana Apple @ level 2

big small sweet sour

Watermelon Apple Grape

Grapefruit Lemon Cherry  Grape level 3



Formalizace - Rozhodovani za neurditosti

m Dilezitou schopnosti inteligentnich systémi je schopnost

vybrat co nejleps$i rozhodnuti
za nejistych podminek (s neur&itosti).
= P¥iklad: Jet z A do B tramvaji, nebo metrem?
Tramvaj: rychlejsi cesta dle jizdniho ¥adu, ale velmi nejisté dodrZeni.

Metro: delSi cesta, ale témé¥ jisté dodrZeni.

= Pf¥iklad: kam sm&¥ovat dopis s timto PSC?
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s Jak se optimalné rozhodnout?
m Oba pfiklady |ze formalizovat stejnym ramcem.

m Zavedeni ztratové funkce - ptiklad s rakovinou &i HIV !



v 7|
Pr'klad [Kotek, Vysoky, Zdrahal: Kybernetika 1990]

m Pani Novakova se vraci z prace. Co uvaFi pan Novak k velefi?
= Napadly ho 3 moZnosti «# rozhodnuti (d - decision):

nic ... neudélat nic = Zadna prace, ale zhorsi naladu pi. Novakové.
pizza ... ohfat mraZzenou pizzu = neni pracné, ale neohromi.
n.h. ... nadivana holoubata = udéla ji radost, ale velmi pracné.

s P. Novak &iselné zhodnoti miru nep¥ijemnosti zplisobenou jednotlivymi rozhodnutimi. Ta zavisi
na tom, s jakou naladou p¥ijde pi. Novakova domi, coZ je ## neznamy stav. Rozlidme tyto
moZnosti:

dobra ... pi. Novakova ma dobrou naladu.
priimérna . .. pi. Novakova ma pramérnou niladu.
spatna ... pi. Novakova ma Spatnou naladu.

= Pro kazdou z 9 moznych situaci (3 moznd rozhodnuti x 3 moZné stavy) je nep¥ijemnost dana
«¥ ztratovou funkci [(d, s) (I - loss):

l(s,d)|d= nic d= pizza d= n.h.
s = dobra 0 2

s = priimérna 5 3

s = Spatna 9




Priklad (pokracovani)

s Neznamy stav - naladu pi. Novakové - zkusi p. Novak odhadnout experimentem: sdéli ji, Ze
ztratil jeji oblibeny &asopis a sleduje jeji reakci.

m Pfedpoklada 4 moZné reakce:

— mirna ... nic se nedé&je, ¢asopis najdeme.
— podraZdéna ... pro¢ nedavas véci na své misto?
— nasupena . .. pro¢ ja si toho Novéaka brala?

— hroziva . .. rezignované mlceni
= Reakce je pfimo pozorovatelny «# pFiznak (zde nalady).

m Ze zkuSenosti p. Novak dokaze odhadnout pravdépodobnost kazdé dvojice
(reakce z, nalada s), tj. P(x, s).

P(x,s)| == T = T = T =

mirna podraZdéna nasupena hroziva
s = dobra | 0.35 0.28 0.07 0.00
s = priimérna | 0.04 0.10 0.04 0.02
s = $patna | 0.00 0.02 0.05 0.03




Rozhodovaci strategie

s Rozhodovaci strategie: pravidlo pro vybér rozhodnuti na zakladé pozorovaného ptiznaku.
= Tj. funkce d = 6(x).

m P¥iklady moznych strategii p. Novaka:

xr = mirnd x = podraZdéna x = nasupena x = hroziva

nic nic ' n.h.
nic pizza .h. n.h.

n.h. n.h. .h. n.h.

nic

s Celkem ma k dispozici 3* = 81 moZnych strategii (3 moZna rozhodnuti pro kaZdou ze 4
moznych hodnot pfiznaku).

m Jak definovat, ktera ze dvou strategii je lep$i? Obecné: jak strategie usporadat dle kvality?

s Definujeme «# Bayesovské riziko strategie jako stfedni hodnotu ztraty:




Bayesovské kritérium

= Ptiklad:
P(z,s) ; r = T =
/ mirna, podraZdéna nasupend hrozivd \\L(‘; d) ‘ d = nic d= pizza d = n.h.
s = dobrd [[035)\ 0.28 007  0.00 s = dobrd | (0] 2 4
s = priimérnd | 0.04 0.10 0.04 0.02 s = primérna 3 5
s = 3patna | 0.00 0.05 0.03 s = $patnd 9 6

asupenda x = hroziva

d(x) ‘ r = mirndg x = podraZzdénd x
! pizza n.h.

o(x) = ‘ nic

) = 0+ 0.35 +
= vypolet prvni strategie () pro s=dobra,Vz
r(61)=0-0.354+0-0.28 +2-0.07 +4- 0+
m s=primérna,Vx
+5-0.04+5-0.143-0.04+5-0.02+
m s=3patni,Vx
+10-0410-0.0249-0.054+6-0.03 =1.89
= podobné& pro t¥eti strategii r(d3) =4-0.7+5-02+6-0.1=4.4



Bayesovské kritérium

= Pr¥iklad:
Plz,s)| x
o (5, d) ‘ d = nic d= pizza d = n.h.
s = dobrd LO] ILI 4
s = prumérna | 0.04 0.02 5 = primérna 3 5
s = $patna | 0.00 s = Spatna 9 6

o) =0+*0.354+ 0*0.28 +2*0.07 +......

= ... a tak déle pro celou tabulku P(z, s)
s ¢ Bayesovské kritérium: ze dvou strategii je lepsi ta s niz$im rizikem.

= Z Bayesovského hlediska je tedy nap¥. lepsi 01 lepsi nez 63 (r(d1) = 1.89, r(d3) = 4.4).



Co kdyZ nezndme P(z,s)?

m Sdruzena pravdépodobnost - potfebujeme znat viecha moZzna méfeni

m U redlnych problémi nepraktické, nékdy nemozné - v pfipad€ rozpozndvani pismen, 10 x 10
pixeldi, 256 hodnot intensity, 256'°0 mé&reni

m Z definice podminéné pravdépodobnosti

= P¥ipad 1: Zndme pouze P(s|z), ale ne P(x) (pravdépodobnosti pozorovani).

Bayesovsky optimalni strategii umime stédle vypoditat.

Dale pfiklad na cviéenich: roztfidéni minci podle jejich hmotnosti ziskané mé&fenim



Bayesovsky optimalni strategie

¢ Bayesovsky optimalni strategie je ta, ktera minimalizuje Bayesovské riziko. Tj.

0" = arg méin r(9)

ProtoZe P(x,s) = P(s|x)P(x), plati
r(6) =Y > (s, 0(x))P(x,s) = > Y I(s,6(x))P(s|x)P(x)

ProtoZe P(x) nezavisi na s:

r(0)=) Plx) ) I(s,6(x)P(slx)

7

'
riziko podminéné pozorovanim x

Optimalni strategii tedy miiZeme dostat minimalizaci tohoto podminéného rizika zvlaét pro
jednotliva pozorovani x:




Kritérium MiniMax

= PFipad 2: Zndme pouze P(z|s), ale ne P(s) (pravdépodobnosti stavi).

Bayesovsky optimalni strategii jiZ nemizeme urdit, protoZze nespolitdme

r(0) = 22, P(s) 2., (s, 0(x)) P(z]s)

Nahradime-li prvni sumu maximem, definujeme maximalni riziko, které miizeme spoditat.

Tato veli¢ina maximalizuje mezi vemi riziky podminénymi jednotlivymi stavy.
«¢ MiniMaxové kritérium: vybird strategii, kterd minimalizuje maximalni riziko
R(9)

§" = arg main R(6)



Ptiklad - Kritérium MiniMax

= Ptiklad vypottu R(d;)

m Co kdyZ p. Novak vi, Zze p. Novakova ma obvykle dobrou ndladu? Obecnéji: vi, jak jsou jeji
jednotlivé nalady pravd&podobné, tj. zna rozloZeni P(s). Nap¥:

s = dobra s = primérna s = spatna

|
P(s)=| 07 0.2 0.1

= MiZeme tedy spo&itat podminé&né rozloZeni P(z|s)

P(z|s)| = = T = xr = T =

mirnd podraZdéna nasupena hroziva
s = dobra| 0.5 0.4 0.1 0.00
s = primérna | 0.2 0.5 0.2 0.1
s = spatna | 0.00 0.2 0.5 0.3




Priklad - Kritérium MiniMax (pokracovani)

s Pro s = dobra: ) I(s,0(x))P(x|dobrd) =
[(dobra, 61(mirnd)) - P(mirna|dobrd) + [(dobra, d1(podraZdéna)) - P(podraZdéna|dobra)
+I(nasupend, 61(dobrd)) - P(nasupena|dobrd) + l(dobrd, d1(hrozivd)) - P(hroziva|dobrd)
= [(dobra, nic) - 0.5 4 l(dobra, nic) - 0.4 + [(dobrd, pizza) - 0.1 + l(dobra, n.h.) - 0
=0-054+0-04+2-01+4-0=0.2
m Y U(s,0(x))P(x|primérna) = 4.6
s Y U(s,0(x))P(x|$patnd) = 8.3
s Maximalni riziko strategie d; (pfes viechny moZné stavy) je tedy 8.3.
s Podobné: maximalni riziko strategie d3 je 7.85.

s Tedy podle MiniMaxu je 03 lepsi nez 6; (obracené nez u Bayesovského kritérial)

m Pro nalezeni optimalni strategie bychom v aktudlnim p¥ikladé museli spoéitat max. rizika viech
81 moZnych strategii.
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Priznakové rozpoznavani

= Systémy pro rozpoznavani. PFiklad ulohy:

NG e
-’ X17/;__ _E\st
Lze formulovat jako H
tlohu ik
statistického 5
rozhodovani
O jakou jde ¢islici? P¥iznak = vektor hodnot pixeld.

r 7/

» PFiznakové rozpoznavani dislic: klasifikace do jedné ze t¥id 0...9 na zaklad& vektoru
hodnot pixeld.
s Klasifikace je specialnim p¥ipadem statistického rozhodovani:
P¥iznakovy vektor & = (1, x5, ... ): hodnoty pixeld & 1, 2, . ...
MnoZina stavii S = mnoZina rozhodnuti D = {0, 1,...9}.

Stav = skute¢na tfida, Rozhodnuti = rozpoznana t¥ida.

m video - synth_2LP



MAP klasifikace

= Castd (i kdyZ ne nutnd) volba ztrétové funkce pti klasifikaci:
0, d=s
lOl(das) _ { 17 d# S
s Pokud zvolime [y

jde o tzv. MAP (maximum aposteriori) klasifikaci

Bayesovské riziko = stfedni chyba klasifikace.
s Optimalni klasifikace p¥i pfiznaku & (Bayesovsky optimalni strategie):
0 (%) = ' P(s|x) =
(¥) = arg mdmz [(d,s) P(s|¥)
S 0 pokud d=s
= arg mcgn[l — P(d|?)] = arg max P(d|)

= Volime tedy nejpravdépodobnégjsi tfidu pro danou hodnotu p¥iznakového vektoru - viz nase
klasifikace lososa a okouna



Strojové uceni

s Obvykle ale neni znamo rozdéleni P(s|¥).
= Je tfeba odhadnout ( “nautit se”) z jiz klasifikovanych p¥ikladi, tzv. trénovacich dat.

UvaZujme diskrétni . Trénovaci data (priklady): (7, s1), (Z2, $2), ... (27, 81).

Tzv. i.i.d. multimnoZina (i.i.d = “independent, identically distributed” )

Kazdy p¥iklad (7, s;) je ndhodn& vybran nezavisle na ostatnich p¥ikladech z rozdéleni
P(x,s).

Bez jakékoliv znalosti o tomto rozdéleni se miZeme uchylit k tzv. neparametrickému odhadu:

B pocet prikladu v nichz @, =T a s; = s
P(s|T) ~

pocet prikladu v nichz @, = &

a4 7

Tento pfistup nardzi na zasadni prekazky:

Potet p¥ikladi [ postacujici ke spolehlivému odhadu P(s|Z) roste exponencialné s po¢tem
sloZek vektoru .

tj. nap¥. s rozlienim (po&tem pixelli) v rozpozndvanych obrazcich.

“prokleti kombinatorické exploze”. Redlné tlohy: jmenovatel ¢asto nulovy!

Bayesovska klasifikace: horni limit kvality klasifikace, v praxi obvykle nedosazitelny.

Lze téZ vyuZit vztahu:

P(z|s)P(s)

P(s|7) = P




s Odhad P(Z|s): analogicky jako odhad P(s|Z).
= Odhad P(s): jako relativni &etnost jednotlivych t¥id s v trénovacich datech, tj.

__ pocet prikladu tridy s
- l

m [ento pFistup sam o sobé nefesi problém mnoZstvi dat potfebnych k odhadu pravdépodobnosti.

P(s)

s Ale umoZziiuje ho “Fesit” nep¥imo:

1. Hodnoty P(s) jsou €asto znamy a neni nutno je odhadovat.
P¥iklad: p¥i rozpoznavéni 1. &islice PSC je nejéast&j§i &islice 1, nap¥ P(1) = 0.6.
Takto je do klasifikace zapojena apriorni znalost o pravdépodobnostech t¥id.
P(s) ... ‘apriorni pravdépodobnost'.

2. P¥istup umoziiuje formulovat zjednodusenou, tzv. naivni Bayesovskou klasifikaci, v niz ne-
musime odhadovat P(Z|s), ale pouze P(x(1)|s), P(z(2)|s),. ..



Predpoklad 1: Nezavislost slozek p¥iznaku

= Ve vyjime&ném piipadé statistické nezavislosti jednotlivych pfiznakovych slozek x(i) v
ramci kaZdé tfidy s plati

s Stadi tedy odhadnout P(s) pro kazdé s a P(x(i)|s) zvldét pro kazdé i a s.
Napt: P(z(3)|8) ~ podil p¥ipadi &islice 8 s rozsvicenym 3. pixelem.
o 74dn3 kombinatoricka exploze (pouze jednoslozkové pravdépodobnosti).
m V praxi: nezavislost se ¢asto predpoklada, i kdyz neplati, p¥ip. plati pfiblizné.

Potom jde o tzv. ¢ Naivni Bayesovskou klasifikaci.

m Nezdvislost mezi p¥iznakovymi slozkami je jen jednim z mozZnych predpokladii, jehoz
spInéni vede k zabranéni kombinatorické explozi.

m Alternativni predpoklady jsou napft.:
Podobné objekty patFi do stejné t¥idy «# klasifikace dle nejbliZzSich sousedi.
P(s|Z) ndleZi do urtité omezené tfidy rozdéleni, hledame pouze jeho parametry

T¥ida je pIné urlena linearni kombinaci sloZek pFiznaku «# klasifikace dle linearniho
modelu.



Pfedpoklad 2: Podobnost objektii v dané tridé

m Podobnost chapeme jako malou vzdalenost v prostoru p¥iznakovych hodnot.

s Funkce mé¥ici vzdalenost dvou p¥iznakovych vektorl, tzv. metrika: p : X x X — Rt U {0}
takova, Ze V,y, z: p(z,2) =0, p(z,y) = ply, ), p(z,2) < p(z,y) + p(y, z). P¥iklad:

Euklidovska metrika pro vektory 71, @5 se redlnymi slozkami x1(7) resp. xo(i):

Jsou-li slozky binarni (z {0,1}), tak pg(Z1, T2)? je polet sloZek, v nich? se 7 liéi od 5 -
tzv. Hammingova metrika.

s » Klasifikace dle k nejblizsich sousedii (k-nearest neighbor classification, k-NN).

m Zadano:

ke N
trénovaci p¥iklady: (7', s1), (%2, S2), ... (27, )
metrika p: X x X — R

neklasifikovany objekt s pfiznakem Z.

Uloha: klasifikovat &

Postup: z trénovacich ptikladi vyber k nejblizsich k & vzhledem k metrice p. T¥ida, které mezi

nimi pfevlada, budiz tfidou 7.



Flexibilita klasifikace

= Jak volit £? Odpovéd neni jednoznaéna.

= PFiklad: UvaZujme trénovaci data se dvéma tfidami (&ervend/zelend) a Sumem (n&které s;
chybné). Znatky - trénovaci data, k¥ivka - hranice klasifikace:

90 %o 4
0.0 Qoﬂ?
° [ °g
0.00% 0/ }o

%0
&
i

k = 1: Dobré prizplisobeni  Bayesovskd klasifikace: Mén&¢ &k = 15: Spatné prizplisobenf
trénovacim datum. Velka cit-  flexibilni neZ 1-nn, vice neZ trénovacim datum. Mala citli-
livost k Sumu. 15-nn. vost k Sumu.

= Vzpomeiite: Bayesovska klasifikace §* ma nejnizsi mozné Bayesovské riziko 7(0*). Pozn.:
Znazornéna Bayesovska vychdzi z p¥esnych pravdépodobnosti P(s|¥), které jsou pro klasi-
fikalni algoritmus neznamé!

s Pozorovani: pfili§ velka flexibilita (malé k) i pfili§ mala flexibilita (velké k) vedou ke klasi-
fikatorim zna¢né odli¥nym od Bayesovského, tedy ke zvySovani stfedniho rizika 7(J).



Trénovaci chyba a riziko

= Bayesovské riziko 7(9) = limita relativni &etnosti nespravnych klasifikaci (s rostoucim vzorkem
dat).

Definujme trénovaci chybu r(§) jako relativni &etnost nespravné klasifikovanych p¥ikladd
na datech, kde je klasifikator ¢ u&en.

Je rp(0) dobrym odhadem skute&ného stiedniho rizika 7(6)?

P¥iklad: 1-nn neni dobry klasifikitor (viz minulou stranu), p¥estoZe spravné klasifikuje vsechny

trénovaci ptiklady, tj. ma trénovaci chybu 0.
m o Trénovaci chyba tedy neni dobrym odhadem st¥edniho rizika. Pro jeho odhad je tfeba

mit k dispozici trénovaci mnoZinu (71, s1), . .. (7, s;) a nezavislou testovaci mnoZinu
(Z151, 8141)5 - - - (Z1ms Si4m)

(mUZe vzniknout rozdélenim plvodnich trénovacich dat nap¥. v poméru 75% a 25%).
klasifikator sestrojit na zaklad& trénovaci mnoziny

riziko tohoto klasifikatoru spoditat na testovaci mnoziné.

s Relativni ¢etnost chyb na testovaci mnoZiné je nevychylenym odhadem skuteéného stfedni
rizika. (Pozor: nevychyleny neznamena ptesny!)



