1.8 Izomorfizmus

Dva grafy mohou byt ,,strukturné stejné®, tedy izomorfni. Uréeni izomorfizmu dvou grafii spociva
neformaln¢ v nasledujicim.

Oznacime uzly jednoho grafu libovoln€ pomoci souboru navzajem riiznych jmen. Uzly druhého grafu
oznac¢ime pomoci stejného souboru jmen. Nyni se miize stat, ze kdykoli v jednom z grafii n¢jaka hrana
spojuje dva uzly, existuje v druhém grafu hrana spojujici uzly t€hoz jména. V takovém piipad¢ jsou oba
grafy izomorfni a zobrazeni, které¢ kazdému uzlu jednoho grafu pfifadi stejné¢ pojmenovany uzel druhého
grafu, se nazyva izomorfizmus mezi témito grafy. Shrnuto do definice:

izomorfni grafy Dva grafy G, = (Hy, Uy, p1), G2 = (Hy, U, ) jsou izomorfni, pokud existuje
prosté zobrazeni f: U; — U, s nasledujici vlastnosti:
vxy € Ui: (Xy) € Hy < (f(x), f(y)) € H..
izomorfizmus Takové zobrazeni f se nazyva izomorfizmus mezi G, a G,.

Izomorfizmus je tedy prosté zobrazeni z uzli jednoho grafu na uzly druhého grafu, které zachovava
incidenci.

Je zfejmé, Ze izomorfizmu mezi dvéma grafy mize existovat vice. Uvazme dvé zobrazeni mezi grafy
G; a G na obrazku 1.3.

a
A B
N A\ %
C D b d
Gl GZ Gl G2
Obrazek 1.3

Ob¢ nasledujici zobrazeni f; a f, jsou izomorfizmy.

ftA—>aB—>d,C—b D—>c

f,A>c,B—>bC—>d D—>a

Tady by se nékdo mohl zarazit a fici, ze tak, jak jsme popsali izomorfizmus, musime pfece navzajem
ptifazovat vrcholy stejnych jmen, ale zobrazeni f; a f, ptifazuji vrcholy zcela libovolné bez ohledu na
pojmenovani. Co je tu tedy Spatné? Nic, izomorfizmus znamena existenci vhodného pojmenovani
(zobrazeni). Pro zvyraznéni obou izomorfizmii f; a f, bychom mohli pfejmenovat uzly grafu G, tak, jak je
uvedeno na obrazku xxx — zpiisob vzajemného pfifazeni uzll je zachovan, zménily se jen jejich nazvy.
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Obrazek 1.4

Dtlezitou otazkou je, jak nalézt ¢i uhodnout vhodné pojmenovani uzli obou grafti tak, aby
izomorfizmus, pokud existuje, vynikl. Je zfejmé, ze kdyZ budeme jména uzlim pfifazovat nesSikovne¢,
nepodafi se nam izomorfizmus rychle nalézt, byt by i existoval. Zajisté, mizeme postupovat zcela
mechanicky, pojmenovat pevné uzly jednoho grafu a na uzlech druhého grafu postupné vyzkouset
vSechny mozné permutace stejného souboru jmen a pokazdé zkoumat, zda plati podminka izomorfizmu, tj
zda stejné pojmenované uzly spolu sousedi. Jsou-li grafy izomorfni, jisté se tak po n¢jaké dobé dobereme



cile. VyzkousSeni vSech moznych permutaci je ovSem casové narony proces. Povazme jen, Ze
10! = 3628800 a 20! =2432902008176640000. Pro ovéfeni izomorfizmu uz i malych grafl je tato metoda
zfejmé nepouzitelna.

Doposud se neodatilo dokdzat, Ze problém ovéteni izomorfizmu grafii je ve své obecnosti NP-uplny.
Nepodarilo se nalézt ani efektivni algoritmus, ktery by pro dva libovolné grafy dokazal efektivné ovéfit,
zda jsou izomorfni. Jsou ale znamy rychlé algoritmy, které ovéii izomorfizmus grafli z urcité tiidy,
napftiklad stromt, rovinnych graft, apod.

Nastésti, pokud dva grafy izomorfni nejsou, mame casto k dispozici rtiznd kritéria, kterda to ukazi.

Naptiklad, pokud maji grafy riizny pocet uzlt nebo hran, izomorfni nejsou. Jako dalsi snadné kritéria
muzeme uvést razny soubor stupiit, rizny pocet komponent, apod.

1.9 Ulohy (izomorfizmus)

Rozhodnéte o izomorfizmu dvojic grafii na obrazku 1.8.
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Obréazek 1.8
[]a) Ne, v prvnim grafu sousedi dva uzly stupné 2, ve druhém ne.
b) Ne, prvni graf obshuje uzel stupné 4, druhy ne.
¢) Ano.
d) Ne, druhy graf obsahuje uzel stupné 2, prvni ne.
e) Ne, tato dvojice grafi je izomorfni s dvojici grafii v a).
f) Ano.
g) Ano.
h) Ano.
1) Ano.



Urcete pocet izomorfizmil mezi izomorfnimi dvojicemi grafii v pfedchozi Gloze xxx.
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Obrazek r.1.9

c¢) Oba grafy obsahuji jediny uzel stupné 4 — D a d. Izomorfizmus je musi zobrazit na sebe. Kdyz dale
zobrazime uzel B na uzel a, je dalsi postup konstrukce izomorfizmu jednoznaény: D-d, B-a, A-e, C-c, E-b.
Uzel B muzeme jesté také zobrazit nauzel b a pak je zase dalsi postup konstrukce izomorfizmu
jednozna¢ny: D-d, B-b, A-c, C-e, E-a. Ziskali jsme tak 2 izomorfizmy.
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Obrazek r.1.10

f) Grafy obsahuji jediny uzel stupné 2, ktery sousedi s dvéma uzly stupné 3 — uzly G a a. Kdyz dale
zobrazime uzel C na uzel d, je dalsi postup konstrukce izomorfizmu jednozna¢ny: G-a, C-d, F-e, B-b,
E-c, A-f, D-g. Uzel C mizeme krom¢ toho zobrazit na uzel e a pak je zase dals$i postup konstrukce
izomorfizmu jednoznaény: G-a, C-e, F-d, B-c, E-b, A-g, D-f. Ziskali jsme tak 2 izomorfizmy.
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Obrazek r.1.11

g) Oba grafy predstavuji riizna nakresleni grafu Ks. Pocet riznych izomorfizmti mezi dvéma grafy K,
se rovna poctu moznych permutaci n prvki. Divod je prosty, kdyz zafixujeme uzly jednoho grafu a uzly
druhého jim budeme pfitazovat v libovolném potadi, vzdy bude zachovdna podminka incidence
(hlésajici, Zze uzly v jednom grafu jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz uzly v druhém grafu jsou
spojeny hranou), protoze vSechny uzly jsou spojeny hranou. V pfipadé¢ Ks tak mame 5! = 120
izomorfizm.
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Obrazek r.1.12
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h) Ztejmé kazdy izomorfizmus mezi dvéma grafy je také izomorfizmem mezi jejich dopliky
(rozmyslete si, Ze to plyne rovnou z definice izomorfizmu), sta¢i tedy zkoumat pocet izomorfizml mezi
doplnky, které jsou nakresleny pod pfislusnymi grafy na obrazku xxx. Dvé dvojice izolovanych bodu Ize
na sebe zobrazit pravé dvéna zplisoby E-e, F-a nebo E-a, F-e. Stejné tak dvé cesty libovolné (ale shodné)
délky lze na sebe zobrazit dvéma zplsoby (,,tam* a ,,zpatky*). Kombinacemi obou dvojic moznosti tak
ziskavame celkem Ctyii izomorfizmy:

fi: B-f, D-c, A-b, C-d, E-e, F-a;

f,: B-f, D-c, A-b, C-d, E-a, F-¢;

f;: B-d, D-b, A-C, C-f, E-e, F-a;

fs: B-d, D-b, A-C, C-f, E-a, F-e.

Obrazek r.1.13

1) Kdyz odebereme z grafu f) uzly A a D, ziskdme graf izomorfni s ,,domeckem* zcela vlevo. Lze proto
postup v odstavci f) pouzit beze zbytku 1 zde a ziskat tak 2 izomorfizmy.



