Minimalni kostra

Pfi ivahach o minimalni kostfe budeme vzdy prfedpokladat, Ze pracujeme se souvislym grafem G = (V, E).
Kdyby byl graf nesouvisly, hledali bychom minimalni kostry jeho komponent, které jsou ale samy
souvislymi grafy, takze zobecnéni Ulohy na grafy nesouvislé nepfinasi v tomto pfipadé zadny novy pohled
na celou problematiku a budeme se mu vyhybat.

D1:
Rez grafu G = (V, E) je neuspofadana dvojice disjunktnich neprazdnych mnozin vrchold S = (S, Sy),
jejichz sjednoceni je cela mnoZina V. Symbolicky: S U S, =V, S1n S, =, $1#, S, # .

Rekneme, Ze hrana (a,b) spojuje fez S = (S4, S;), pokud jeji koncové vrcholy leZi v riznych mnozinach
fezu. To jest, pokud plati (a eS1Ab € Sy) v (a € S, Ab € Sy).

1.

Na pfednasce je pojem fezu definovan odlisné:

D2:

Rez grafu je mnozina hran F c E, takova, Ze plati: 3 UcV: F = {{u,v} €E |uecU, v ¢U }.

Rozmyslete si, Ze plati nasledujici vztahy mezi ob&éma definicemi fezu D1 a D2:

a. Mnozina v8ech hran, které spojuji fez S = (S4, S») podle definice D1, je také fezem podle definice D2.
b. Rez F v definici D2 uréuje jednoznaéné dvojici mnozin vrchold (U, V — U). Tato dvojice je zaroven
fezem podle definice D1. MnoZina hran spojujicich fez S = (U, V — U) je tudiz mnozinou F v definici D2.

2,

Kolik rznych fezl Ize vytvofit v grafu s 10 vrcholy?

Reseni Kazda neprazdna a riizna od V(G) podmnozina vrcholt W < V(G) grafu G s n vrcholy definuje fez
S = (W, V(G) — W). Uvedenych mnozin W je celkem 2" — 2. ProtoZze mnoziny W a V(G) — W definuji
stejny fez, musime uvedené &islo délit dvéma, takze mame 2" =" — 1.V grafu s 10 vrcholy tak Ize nalézt
511 rdznych fezq.

3.

Je pravda, Ze pro kazdy fez S a kazdou kostruT gafu G plati, Ze mezi vdemi hranami spojujicimi S existuje
alesponi jedna, ktera nalezi také T?

Zvolme libovolné dva uzlya eS1ab € S,, a # b. Protoze G je souvisly graf, existuje cesta z a do b, to jest
existuje posloupnost navzajem rtiznych vrchold a=a, ay, as, ..., a8, = b, (1 <p < |V(G)|) tak, Ze (ai, ai1) je
hrana G proi=1,2, ..., p-1.

Protoze b nelezi v S4, musi v uvedené posloupnosti existovat uzel, ay (1 < k < p), ktery lezi v S a zaroven
pro vdechna i > k plati, Ze a; nelezi v S;. Proto také uzel ay.qlezi v S, a tudiz i hrana (ag, ak+1) spojuje S.
Ukazali jsme, ze na kazdé cesté spojujici dva uzly z riiznych mnozin fezu lezi alespon jedna spojujici
hrana tohoto fezu. Nyni uvazme konkrétni fez S a konkrétni kostru T. Zvolme dva uzly x, y z riznych
mnozin fezu S. Kostra T pokryva vSechny uzly grafu a je souvisla, proto v ni existuje cesta C mezi x a y.
Podle toho, co jsem ukazali vy$e, musi tato cesta obsahovat spojujici hranu fezu S. Protoze cela cesta C
lezi v T, je pFisluSna spojujici hrana soucasti T, coz jsme méli ukazat.

4,

Pfedpokladejme, Ze G ma n vrchold, je dana kostra T a fez S. Oznaéme symbolem sh(G, T, S) €islo
udavajici pocet hran, které jsou zarover soucasti T a spojuji S. Symbolem sh(G) oznaéme maximum ze
vSech Cisel sh(G, T, S) kdyz T resp. S probiha vSechny kostry resp. fezy G. Pomoci hodnoty n vyjadrete
Cislo sh(G). Pomucka: Obarvéte kostru grafu dvéma barvami.

Reseni Zvolme libovolnou kostru T. K ni zkonstruujeme takovy fez S, Ze kazda hrana kostry T bude
spojovat fez S. Kostru Ize obavit dvéma barvami, dejme tomu namoinickou modfi a svinibrodskou zeleni.



Pfipominame, Ze obarveni Ize najit tak, Ze zvolime libovolny uzel r kostry T a kazdému jejimu uzlu
pfifadime vzdalenost (v kostfe!) od uzlu r. Potom uzly v liché vzdalenosti obarvime jednou barvou a uzly
v sudé vzdalenosti (véetné 0) obarvime druhou barvou. Uzly jedné barva prohlasime za mnozinu S; a uzly
druhé barvy prohlasime za mnozinu S,. Tyto mnoziny jsou disjunktni, a jejich sjednoceni je V(G), takze
definuji fez S = (S4, S,). Koncové uzly kazdé hrany kostry T maji riznou barvu (v obarveni grafu nikdy
nesousedi dva uzly stejné barvy), tudiz tyto uzly lezi v riznych mnozinach fezu S, tudiz kazda hrana
kostry T spojuje fez S. VSechny kostry grafu G maji stejny po€et rovny n — 1, takze uzavirame:
sh(G)=n—1.

Pro dany hranové ohodnoceny (vazeny ) graf G = (V, E) a pro dany fez S = (S4, S;) oznadime jako
tenkou hranu kazdou hranu, ktera spojuje fez S a ma minimalni vahu ze vSech hran spojujicich S.

5.
V uvedeném grafu G, najdéte minimalni kostru T. Pro kazdou hranue e T
zkonstruujte fez S grafu G4 takovy, Ze e bude tenkou hranou pro G a S.

Reseni Minimalni kostru vidime na obrazku. S hledanim fezt zaéneme u nejdraz$i hrany kostry. To je
hrana (A, B). tato hrana déli kostru na dvé &asti. Cast T1 obsahuje vrcholy A,
D, ¢ast T2 obsahuje vrcholy B, C, E, F. Tyto dvé &asti (= mnoziny vrcholu)
definuji fez S. Pohledem do obrazku ovéfime, ze hrany spojujici takto
vytvoreny fez jsou (A, B), (A, E), (D, E) a ze vSechny maiji cenu stejnou nebo
vétsi nez hrana (A, B), tudiz hrana (A,B) je tenkou hranou S. Analogicky dale
budeme postupovat pro dalsi hrany a ziskame tak seznam fez(:

Hrana (E, F) -- fez dany mnozinami uzli {A, D, E} a {B, C, F}.

Hrana (C, F) -- fez dany mnozinami uzld {C} a {A, B, D E, F}.

Hrana (A, D) -- fez dany mnozinami uzlt {A, B, C, F} a {D, E}.

Hrana (B, F) -- Ffez dany mnozinami uzlt {A, B, D, E} a {C, F}.

Uvedené fezy nejsou dany jednoznacné, najdéte jesté dalSi moznosti.

6.

Dokazte, ze v kazdém grafu plati, ze kazda hrana minimalni kostry je tenkou hranou néjakého fezu
tohoto grafu. Postupujte sporem.

Reseni Zvolme v minimalni kostfe T konkrétni hranu e. Nyni zkonstruujeme vhodny fez S. Kdyz z T
odstanime hranu e a ponechame jeji koncové uzly, rozpadne se T na dva stromy T, a T, jejichz
sjednoceni obsahuje vSechny uzly G. ProtoZe T4 a T, jsou evidentné disjunktni, plyne z toho, Ze mnoziny
uzla V(T4) a V(T,) definuji fez, oznaéme ho St. Hrana e spojuje fez St. Pfedpokladejme nyni pro dosazeni
sporu, Ze hrana e neni tenkou hranou fezu Sr, to jest Ze existuje hrana e, spojujici St, kterd ma mensi
vahu nez e. Protoze e spojuje St, spojuje také oba stromy disjunktni stromy T4 a T,, takze sjednoceni T4
u T, U eq je kostra grafu G, oznacme ji T;. Kostra T3 vznikla z T tak, Ze jsme odebrali hranu e a nahradili ji
hranou ey. ProtoZe e ma niZ8i cenu nez e, je celkova ceny kostry T3 nizSi nez cena kostry T. O kostfe T
jsme ale pfedpokladali, Zze je minimalni, tudiz naopak cena T3 nemuze byt nizSi nez cena T, coz je
hledany spor.

7.

Hrany minimalni kostry jsou podmnozinou mnoziny L, ktera je definovana jako sjednoceni tenkych hran
vSech Fezl daného ohodnoceného grafu. Dokazte. Najdéte pfiklad grafu a jeho ohodnoceni, pfi kterém
ma L vice hran nez (minimalni) kostra grafu.

Reseni Nejjednodudsi moznosti je volit kruZnici Cs a v8echny jeji hrany ohodnotit stejné. Pak je kazda
hrana tenkou hranou néjakého fezu, celkem ma L 3 hrany, zatimco kostra ma jen dvé hrany. Obecné



postaci napfiklad, kdyz v grafu jsou alespon dvé hrany se stejnym minimalnim ohodnocenim lezici na
né&jaké kruznici grafu.

8.

Predpokladejme, Ze vSechny vahy hran v grafu jsou navzajem rizné. Potom hrany minimalni kostry tvofi
pravé mnozinu L z pfedchozi ulohy. DokaZte.

Reseni ProtoZe jiz vime, Ze kazda hrana minimalni kostry je tenkou hranou nékterého fezu, zbyva
dokazat, Zze okolnosti danych touto ulohou kazda tenka hrana nalezi minimalni kostfe. Budeme tedy
postupovat sporem. Pfedpokladejme Ze existuje fez S = (S4, S;) a jeho tenka hrana e, ktera nenalezi
Z2adné minimalni kostfe. Zvolme libovolnou z téchto koster a oznaéme ji T. Kdyby v T neexistovala hrana
spojujici S (tj. hrana mezi S;1a S, ), pak by v T neexistovala zadna cesta mezi S a S, (protoze jiné
hrany nez spojujici mezi obéma mnozinami nevedou) , a pak by T nebyla kostrou, protoze v kostfe
existuje cesta mezi libovolnymi dvéma uzly grafu. Vime tedy Ze v T existuje néjaka hrana e; spojujici S; a
S,. Déale vime, ze e # e, protoze hrana e nelezi v T a hrana e; v T lezi. Navic vime, Ze vaha(e,) a vaha
(e) jsou ruzné. Hrana e je tenkou hranou fezu S, tudiz vaha e, musi byt vétsi, protoZe podle pfedpokladu
Zadné dvé hrany nemaji stejnou vahu. Nyni s pomoci hrany e zkonstruujeme novou kostru, jejiz vaha
bude mensi nez vaha T. ProtoZe vSak pfedpokladame, Ze T je minimalni kostra, zaroven tak nalezneme
spor s Uvodnim pfedpokladem a tvrzeni bude dokazano. T rozdélime na dva disjunktni stromy T, a T, tak,
ze z T odstranime hranu e1. Z dosavadni konstrukce ihned plyne, ze V(T1) = Sy a V(T2) = S,. Nyni zbyva
spojit stromy T4 a T, vhodnou spojujici hranou a pouzijeme pravé hranu e. Strom T, U T, U e = T3 je opét
kostra a diky tomu, Zze T3 vznikla z T vyménou hrany e4 za hranu e s nizs8i vahou, ma T3 mensi vahu nez
puvodni minimalni kostra T, coz je hledany spor.

9.
Najdéte priklad grafu G a jeho ohodnoceni tak, Ze G ma jedinou minimalni kostru a pfitom v G existuje
alespon jeden fez S s alespon dvéma tenkymi hranami.

Reseni VVSechny tenké hrany musi
byt souc€asti minimalni kostry.
Nejjednodu$si varianta je na levém
obrazku, vSeobecna povaha feseni
shad o néco lépe vystoupi z ukazky
napravo.

10.

Dokazte: Pokud ma kazdy fez grafu jedinou tenkou hranu, pak existuje jedina minimalni kostra tohoto
grafu.

Reseni Samostatné :-).

11.

Nalezli jsme a odevzdali zakaznikovi minimalni kostru jim dodaného grafu s mnoha miliony vrchol(.
Odpoledne zakaznik vola, Ze v zadani je chyba a Ze hrana mezi vrcholy 2075154 a 11439446 je ve
skute€nosti 0 17 % levnéjSi nez v jak bylo uvedeno v plvodni specifikaci.

Veskera data grafu i kostry jsou dosud na nasem disku. Mame urcit v linearnim ¢ase vzhledem k poctu
vrchold, to jest jeSté béhem téhoz rozhovoru, ktery plati nase firma(!), zda tato zména ovlivni tvar a cenu
minimalni kostry, a pokud ano, vydat co mozna nejkrat$i opravu, ktera se da opét tlumocit zpét telefonem.
Reseni

Predpokladejme, ze graf ma n vrcholu.



Mohou nastat dva pfipady: Zlevnéna hrana bud je nebo neni soucasti minimalni kostry. Pocet hran v
kostfe je n— 1, nalezeni do kostry Ize ovéfit v linearnim ¢ase vzhledem k poc&tu vrcholl prostym
prichodem hranami kostry.

Pokud zlevnéna hrana je sou€asti minimalni kostry, kostra se nezméni, zlevnéna hrana v ni zlstane a
pouze celkova cena kostry se snizi o rozdil mezi plivodni a novou cenou zlevnéné hrany.

pavodni kostru T4, zlevnénou hranu e = (X, y). Musime rozhodnout, zda mame T, ponechat beze zmény
(napfiklad v pfipadé, kdy e je zdaleka nejdrazsi hranou v grafu i po svém zlevnéni) nebo zda hranu e do
kostry T zahrnout misto né&jake jiné jeji dosavadni hrany hrany f. V T, existuje mezi x a y jedina cesta,
oznacme ji P4(x, y). Pfidanim hrany e do T se cesta P4(X, y) zméni v kruznici C4(X, y) (a T, pfestane byt
kostrou). Hrana f, kterou mame odstranit (¢imz se z T, opét stane kostra), je pak zfejmé nejdrazsi hranou
v Ci(x, y).

Ulohou nasi implementace je, abychom dokazali kruznici C4(X, y) rekonstruovat v ¢ase O(n). Nalezeni
hrany f pak zfejmé prob&hne v ¢ase O(n), staci jen projit vSechny hrany C,(X, y), nahrazeni hrany f hranou
e by mélo probéhnout v konstantnim Case.

Kostru mizeme reprezentovat jako orientovany kofenovy strom, kdy kazdy uzel kromé kofene obsahuje
odkaz na svého bezprostfedniho souseda (pfedchidce) blizSiho ke kofeni stromu. Vytvofime posloupnost
P« v8ech vrcholl na cesté z vrcholu x do kofene a posloupnost P, vSech vrcholl na cesté z vrcholu y do
kofene. To stihneme v €ase O(n), diky tomu, Ze pfistup k pfedchldci daného uzlu na cesté do kofene
mame v Case konstantnim.

Dale mohou nastat tfi pfipady. (1) Vrchol x nelezi v P, ani vrchol y nelezi v Py, to jest cesta P4(x,y) vede
pies kofen stromu. (2) Vrchol x je prvkem Py, to jest x lezi na cesté z y do kofene. (3) Vrchol y je prvkem
Py, to jest y leZi na cesté z x do kofene .

V pfipadé (1) je kruznice C4(x, y) dana vrcholy ve sjednoceni Py a Py. V pfipadé (2) je kruznice C+(X, y)
dana vSemi vrcholy v P, mezi vrcholy y a x v€etné. Pfipad (3) je analogicky pfipadu (2).

Prozkoumat Py a Py, ktery z danych pfipad( nastava a uznacit pfislusné vrcholy kruznice C4(X, y), Ize
ziejmé v Case O(n). Tim je analyza ulohy hotova zbyva napsat pfislusny efektivni kod.

12.

Zopakujte analyzu pfedchozi ulohy pro pfipad, Zze puvodné chybné zadana hrana se nakonec ukazuje byt
ve skute€nosti drazsi.

Reseni

Pokud uvedena hrana -- oznaéme ji e -- neni sou¢asti minimalni kostry T4 (coz stejné jako vySe
rozhodneme v ¢ase O(n), minimalni kostra se ovdem nebude nijak ménit.

V opaéném pfipadé opét musime zkoumat, zda po odstranéni e z T, dokaZeme za tuto hranu najit lepsi
nahradu.

Odstranénim hrany z T, se tato kostra rozpada na dva disjunktni stromy ST4, ST, , jejichZ vrcholy
pokryvaji dohromady cely graf. Sestavit nyni minimalni kostru znamena nejlacinéj$i hranu spojujici tyto
dva stromy, to jest najit nejlacingjsi hranu fezu S = (V(ST4), V(ST,)). Polet hran spojujicich fez S maze
byt vysoky, az roven [V(ST4)| x |V(ST2)|. Pokud napfiklad |V(ST4)| = |[V(ST,)| = n/2, pak musime
prozkoumat pfipadné az n/2 x n/2 = n’/4 €O(n?) hran (kdyz hrany spojujici S definuji Gplny bipartitni graf) ,
a nezda se, ze bychom tuto horni hranici mohli v obecném pfipadé néjak zlepsit, pokud nebudeme pfi
tvorbé kostry T, pouzivat dalSi pomocné struktury registrujici jednotlivé fezy.

13.

Predpokladejme, ze graf je zadan matici vah jednotlivych hran. Vyznacna hodnota v této matici (napf.
nekone¢no, minimalni/maximalni hodnota Ciselného typu, NaN apod) indikuje, Ze mezi pfisluSnymi vrcholy
hrana neexistuje. Modifikujte JarnikGv-Primav algoritmus tak, aby nezavisel na poctu hran v grafu a mél
slozitost ®(n?), kde n je podet vrcholtl grafu.

Reseni

1. krok: Zvolime libovolny vrchol x; a ozna¢ime ho jako pouzity, do fronty viozime vSechny jeho sousedy
spolec¢né s vahami hran mezi nimi a x;. To v§e ma celkem slozitost ®(n).



k-ty krok pro 1 < k < n: Projdeme linarné vSechny vrcholy ve fronté a najdeme ten, jenz je v ni uveden s
nejmensi vahou hrany, oznaéme jej xx a oznacime X, jako pouzity.To ma slozitost O(n).

Dale pozkoumame vsechny sousedy xy. Pokud je soused x; nepouzity, zafadime jej do fronty s vahou
hrany (x;, ). Pokud je pouzity aktualizujeme jeho vahu ve fronté podle toho, zda je nebo neni mensi nez
jeho dosavadni vaha registrovana ve fronté. Tato ¢ast prob&hne zcela analogicky jako v klasické varianté
algoritmu. Prochazime pfi ni fadek matice vah odpovidajici vrcholu xi a jen musime mit navic zajisténo,
Ze dokazeme sousedni vrchol x; nalézt ve fronté v konstantnim ¢ase.To Ize implementovat napfiklad tak,
ze poradi vrcholl ve fronté nikdy nijak neménime a nezalezi na ném a staci jen mit u kazdého vrcholu
zaveden dalSi pfiznak, zda je ve fronté &i ne. Prochazet frontu pak znamena prochazet vSechny vrcholy a
preskakovat ty, které nemaji nastaven pfiznak nalezeni do fronty. Takové prochazeni frontou ma slozitost
®(n). Diky tomu, ze béhem zkoumani sousedul vrcholu x, musime vzdy projit cely fadek matice vah, ma
tento cely k-ty krok slozitost ®(n).

Dohromady tedy musime v&etné prvého vykonat n kroku, kazdy se slozitosti ®(n), celkova slozitost je pak
o(n?).

Poznamka. V literatufe typicky se tato tloha objevuje s pozadavkem modifikovat pavodni algoritmus tak,
aby mél slozitost O(n?). Uvazte, jestli je mozné pii pouziti pouze matice vah (a vy$e zminénych piiznakd
nebo funkéné ekvivalentnich struktur) v nékterych pfipadech dosahnout asymptotické slozitosti nizSi nez
0O(n%). Zda se, ze to nejde, ze musime "sahnout" na kazdy prvek matice vah, ktera samotna ma n? prvka.



