*  1. (A) V grafu k ceně každé hrany přičteme stejnou nenulovou konstantou c. (B) V grafu vynásobíme ceny všech hran stejnou nenulovou konstantou c. V jakém vztahu budou minimální kostry původního a upraveného grafu v případech (A) a (B)? Předpokládejte, že původní minimální kostra je určena jednoznačně.
*  2. Máme najít kostru grafu, nikoli nutně minimální, s tím, že je předepsáno, že cena každé hrany hledané kostry musí ležet v daném intervalu <c1, c2>. Je nutno použít algoritmus pro hledání minimální kostry nebo stačí nějaký jednodušší postup?

*  3. Uveďte asymptotickou složitost algoritmu hledání minimální kostry jednak Primova a jednak Kruskalova.

Který z těchto algoritmů je asymptoticky rychlejší, za předpokladu, že počet hran grafu je čtyřnásobkem počtu uzlů? 

*  4. Předpokládejme, že vážený neorientovaný graf G je reprezentován svou váhovou maticí C. Určete, jaká bude asymptotická složitost Kruskalova algoritmu hledání minimální kostry za předpokladu, že doba přístupu ke každému prvku matice C je konstantní, ale zato doba každé jednotlivé operace Union i Find je vždy úměrná počtu uzlů v grafu G.
*  5. Na svém počítači máte najít minimální kostru úplného váženého grafu. Odhadněte, kolik řádově nejvýše uzlů může takový graf mít, abyste úlohu vyřešili přes noc do druhého dne. Zdůvodněte svůj odhad.
6.  V souvislém ohodnoceném grafu G s n uzly a m = 5n hranami máme nalézt minimální kostru T. Poté máme z T vyrobit jinou kostru T1, ne už minimální, tak, že nejlacinější hranu T odstraníme z T a poté do vzniklého nesouvislého grafu přidáme nejdražší možnou hranu v G tak, aby výsledný graf byl opět stromem, tedy i kostrou. Navrhněte algoritmus řešení této úlohy a určete jeho asymptotickou složitost.

7. Velitelství Graphlandu hledá co nejlacinější kostru grafu s tím omezením, že u některých hran grafu je předepsáno, že v kostře musí být bez ohledu na jejich cenu. Lze tedy čekat, že výsledná kostra nebude nejlacinější možná. Niceméně i v tomto případě lze použít jeden z algoritmů hledání minimální kostry pro splnění úlohy. Naštěstí žádná podmnožina předepsaných hran netvoří kružnici. Napište algoritmus vašeho řešení a určete jeho asymptotickou složitost.
8. V předchozí úloze se ukáže, že některé předepsané hrany tvoří dohromady kružnici v grafu. Velitelství tedy pozmění úlohu tak, že již nežádá kostru ale nejlacinější propojení všech uzlů grafu, a dále trvá na tom, že všechy předepsané hrany musí být použity. Ukažte, že vůči předchozí úloze nemusí být v řešení prakticky žádný rozdíl. 

9. Předpokládejme, že graf je zadán maticí vah jednotlivých hran. Význačná hodnota v této matici (např. nekonečno, minimální/maximální hodnota číselného typu, NaN apod) indikuje, že mezi příslušnými vrcholy hrana neexistuje. Modifikujte Jarníkův-Primův algoritmus tak, aby nezávisel na počtu hran v grafu a měl složitost ((n2), kde n je počet uzlů grafu.

10. Nalezli jsme a odevzdali zákazníkovi minimální kostru jím dodaného grafu s mnoha miliony vrcholů. Odpoledne zákazník volá, že v zadání je chyba a že hrana mezi vrcholy 2075154 a 11439446 je ve skutečnosti o 17% levnější, než v jak bylo uvedeno v původní specifikaci.  Veškerá data grafu i kostry jsou dosud na našem disku. Máme určit v lineárním čase vzhledem k počtu vrcholů, zda tato změna ovlivní tvar a cenu minimální kostry, a pokud ano, vydat co možná nejkratší opravu, která se dá  tlumočit zpět telefonem.

11. Zopakujte analýzu předchozí úlohy pro případ, že původně chybně zadaná hrana se nakonec ukazuje být ve skutečnosti dražší.

12. Stačí fakt, že všechny hrany mají různou cenu, k tomu, aby minimální kostra byla určena jednoznačně? Zdůvodněte svou odpověď, můžete si pomoci průběhem Kruskalova algoritmu. 

13. Připomeňte si, kolik nejvíce hran může mít rovinný graf s n uzly a pak odpovězte na otázku: Jaký algoritmus nejlépe použijete pro hledání minimální kostry tohoto grafu a jaká bude jeho složitost v závislosti pouze na n?

14. Nenasytný loupežník odebírá z grafu co možná nejdražší hrany (uzly ponechává na místě). Nesmí ale graf rozpojit na dvě nebo více komponent, protože by byl odhalen a dopaden. Když odebere maximum všeho, co se dá, zbyde z grafu jeho minimální kostra? 

15. Jak se hledá maximální kostra grafu pomocí algoritmu pro hledání minimální kostry?

16. Grafy G1 a G2 mají identickou strukturu (jsou izomorfní), ale v G1 mají skoro všechny hrany různou cenu, zatímco v G2 mají skoro všechny hrany stejnou cenu. Jaký algoritmus hledání minimální kostry navrhujete použít pro G1 a jaký pro G2 a proč?

17. Zpětnovazební množina hran kladně ohodnoceného grafu je každá taková množina hran, která obsahuje alespoň jednu hranu každé kružnice v daném grafu. Z toho plyne, že když zpětnovazební množinu z grafu odstraníme, zbude graf, který je zcela bez kružnic. Jak máme určit co nejlacinější zpětnovazební množinu? (Cena množiny hran je součtem cen všech hran v této množině.) 

18. Vysvětlete, proč Borůvkův algoritmus hledání minimální kostry obsahuje podmínku vyžadující, aby váhy všech hran byly navzájem různé a uveďte příklad grafu, na němž by algoritmus selhal, kdyby algoritmus tuto podmínku neobsahoval.

19. Předpokládejme, že vážený neorientovaný graf G je reprezentován svou váhovou maticí C. Určete, jaká bude asymptotická složitost Primova algoritmu hledání minimální kostry za předpokladu, že doba přístupu ke každému prvku matice C je přímo úměrná počtu uzlů G.

Příklad 1.
Je nutno si uvědomit, že různí autoři formulují Primův algoritmus různě, včetně samého jeho autora R.C. Prima, který jej v původním článku ani nijak explicitně neformuloval podle dnešních zvyklostí zápisu algoritmů (bylo to alespoň 12 let před vznikem jazyka C a 34 roky před vznikem jazyka Java). Např. rozšířená učebnice označovaná zkratkou CLRS (podle iniciál autorů) do formulace Primova algoritmu zahrnuje využití prioritní fronty.  Označme symbolem PsPF Primuv algoritmus využívající prioritní frontu. 
Předpokládejte ale, že k dispozici prioritní fronta není. Formulujte Primův algoritmus hledání minimální kostry tak, aby i přes toto omezení stále korektně fungoval. Jakou bude mít tato podoba algoritmu asymptotickou složitost? Mohla by tato podoba algoritmu pro nějakou třídu grafů běžet srovnatelně rychle jako Primův algoritmus využívající prioritní frontu? 

Prioritní fronta se používá k rychlému nalezení nejlacinější dosud nepoužité hrany v postupně vznikající kostře.  Když prioritní fronta nebude k dispozici, bude vybírání této hrany v nejhorším případě až úměrné počtu hran, při každém vybírání hrany tak zkontrolujeme vůbec všechny hrany. 

Algoritmus by pak byl tento:

1. Vytvoř strom T obsahující jediný libovolný počáteční uzel.

2. (|V(G)| (1) -krát udělej:

   Projdi seznam všech hran a vyber tu, jejíž jeden koncový uzel leží v T a druhý neleží v T a přitom její 

   cena je nejnižší možná. Vybranou hranu přidej do T a označ její koncové uzly jako náležející do T.

Asymptotická složitost tohoto postupu je zřejmě  (((|V(G)| (1)∙|E(G)|), za předpokladu, že ke každému uzlu a ke každé hraně máme přístup v konstantním čase a že rovněž dokážeme přidávat hranu do T v konstantním čase. 
Námitka: Uvedný postup není modifikací běžně rozšířeného Primova algoritmu, protože tento využívá vhodného ohodnocování uzlů, jichž je v grafu typicky méně než hran, a výběr přidávané hrany provádí právě pomocí výběru ohodnoceného uzlu, což uvedený postup zanedbal. 
Použijeme tedy Primův algoritmus s prioritní frontou (PsPF) a místo výběru z prioritní fronty ohodnocených uzlů provedeme výběr z (nestrukturované) množiny ohodnocených uzlů. Formulace úpravy pak může být takováto:

1. Zvol libovolný uzel grafu a ohodnoť ho 0, ostatní uzly ohodnoť (. Vytvoř strom T obsahující pouze zvolený uzel.

2. (|V(G)|(1) -krát udělej:

     a. Označ právě přidaný uzel do T symbolem v, a pro každý jeho sousední uzel w udělej:

          Pokud w není v T a cena hrany {v, w} je menší než ohodnocení w, pak

                 ohodnoť w cenou hrany {v, w} a zaregistruj hranu {v, w} u uzlu w.
     b. Projdi všechny uzly grafu a ze všech ohodnocených vyber ten s nejmenší hodnotou a přidej hranu 

        u něj zaregistrovanou do T.         

Bod 2.a. má složitost  O(|V(G)|), uzel v může mít mnoho nebo málo sousedů nejvýše však |V(G)| (1.  Bod 2.b. má zřejmě složitost  ((|V(G)|),  celkem je tedy složitost  2.a. a 2.b rovna ((|V(G)|). Body 2.a. a 2.b je nutno opakovat (|V(G)| (1) -krát , takže výsledná složitost celé modifikace bude  (((|V(G)|2), opět za předpokladu, že ke každému uzlu a ke každé hraně máme přístup v konstantním čase a že  dokážeme přidávat hranu do T v konstantním čase. 

Když uvážíme  standardně uváděnou složitost PsPF  rovnou O(|E(G)| + |V(G)| ∙ log( |V(G)|) )  a když uvážíme fakt, že v průběhu PsPF  je nutno zkoušet přehodnotit všechny sousedy každého uzlu a tudíž navštívit každou hranu, docházíme k celkem zřejmému zjištění, že složitost PsPF je také ((|E(G|). V hustém grafu, v  němž platí |E(G)| = ((|V(G)|2), bude tedy složitost PsPF O(|E(G|) =  O(|V(G)|2). Naše výše uvedená modifikace dosáhla složitosti (((|V(G)|2) pro každý graf, uzavíráme proto, že pro dostatečně hustý graf asymptotické složitosti modifikovaného i původního algoritmu splývají.

Příklad 2.
Vážený souvislý graf G s n uzly obsahuje hrany pouze dvou vah, každá hrana má váhu buď v1 nebo v2, přičemž platí v1 <  v2. Zdůvodněte, zda je možno v čase úměrném počtu hran rozhodnout, jestli G obsahuje minimální kostru o váze v1((n(1) a případně ji i určit. Kromě toho rozhodněte, zda hledání minimální kostry G pomocí  Primova nebo Kruskalova algoritmu bude v tomto případě asymptoticky rychlejší než obecném případě, kdy jsou váhy hran zcela libovolné. 
Aby graf obsahoval minimální kostru o dané váze, musí obsahovat souvislý faktor (= podgraf obsahující všechny uzly grafu), v němž všechny hrany mají váhu v1. 
To lze rozhodnout poměrně snadno tak, že začneme v libovolném uzlu a použijeme prohledávání grafu BFS nebo DFS, v němž budeme uvažovat pouze hrany ohodnocené váhou v1. Pokud se podaří navštívit při tomto prohledávání všechny uzly, znamená to, že uvedený faktor existuje a jeho libovolná kostra je zároveň kostrou celého grafu. 
Protože jak DFS tak BFS při své činnosti vytvářejí strom prohledávání grafu, můžeme v případě úspěchu, tento strom prohlásit za minimální kostru celého grafu.Pokud se při prohledávání nepodaří dosáhnout všechny uzly, hledaná kostra neexistuje. 
Asymptotická složitost BFS i DFS je  O(|E(G)|), asymptotická složitost Kruskalova algoritmu je O(|E(G)| ∙ log(|V(G)|), což je zřejmě za všech okolností více než O(|E(G)|). To znamená, že pro grafy odpovídající zadání úlohy je navržená modifikace využívající DFS/BFS vždy asymptoticky rychlejší než Kruskalův algoritmus.

V případě Primova algoritmu závisí jeho asymptotická složitost na volbě vhodných pomocných datových struktur. Uvažujme víceméně standardní implemantci s prioritní frontou. Tato implementace má složitost 

O(|E(G)| + |V(G)| ∙ log( |V(G)|), což znamená, že pro grafy, v nichž platí |V(G)| ∙ log(|V(G)|) ( O(|E(G)|) je složitost Primova algoritmu v třídě  O(|E(G)|), což je totéž jako v našem případě DFS a BFS. Pokud graf má hran asymptoticky méně než |V(G)| ∙ log(|V(G)|), tj.když   |E|( ((|V(G)| ∙ log(|V(G)|)), pak je postup s využitím BFS/DFS asymptoticky rychlejší. 
Příklad 3.

Předpokládejme, že vážený souvislý neorientovaný graf G je reprezentován svou váhovou maticí W. Určete, jaká bude asymptotická složitost Kruskalova algoritmu hledání minimální kostry za předpokladu, že doba přístupu ke každému prvku matice W nebude konstantní, ale bude úměrná logaritmu počtu uzlů G.

Předpokládejme |V(G)| = n, |E(G)| = m.
Ještě předtím, než začneme řadit hrany, musíme je v matici W vůbec identifikovat a vložit do datové struktury S, která se dá seřadit. To zabere čas úměrný n2 ∙log(n). Dále je nutno S seřadit, což nastane v čase úměrném m ∙ log(m). O jednotlivých hranách v S je nutno rozhodnout, zda náleží nebo nenáleží do výsledné kostry a pro  efektivní implementace Union-Find je čas rozhodování pro jednu hranu úměrný  nejvýše log(n). V nejlepším případě padne do minimální kostry hned prvních (n(1) hran, čili rozhodování zabere čas úměrný  n ∙ log(n). V nejhorším případě bude nutno zkontrolovat všechny seřazené hrany, pak rozhodování zabere celkem čas úměrný  m ∙ log(n). 
V nejlepším případě tak dostáváme úhrnem čas vyjádřený funkcí z množiny 

((n2 ∙log(n) + m ∙ log(m) + n ∙ log(n)) = ((n2 ∙log(n) + m ∙ log(m)).

V nejhorším případě tak dostáváme úhrnem čas vyjádřený funkcí z množiny 

((n2 ∙log(n) + m ∙ log(m) + m ∙ log(n)) = ((n2 ∙log(n) + m ∙ log(m)).   

Oba výrazy vycházejí stejně, protože zřejmě jak člen n ∙ log(n) tak i člen m ∙ log(n) můžeme zanedbat vzhledem k přítomnosti členu m ∙ log(m). 

Platí také, že logaritmus počtu hran hran je úměrný logaritmu počtu uzlů, a dále také m <  n2. Pro každý souvislý graf tedy platí, že hodnota výrazu m ∙ log(m) roste nanejvýš stejně rychle jako hodnota výrazu  n2 ∙ log(n), což konečně znamená, že i člen m ∙ log(m) můžeme ve výsledné složitosti zanedbat a psát rovnou  
((n2 ∙log(n) + m ∙ log(m)) = ((n2 ∙log(n)).

